Eramen final L Année 2024/2025

Cours Systémes dynamiques el analyse MUMETgye

f‘ wein H‘Hl"?””!'”f aulorise

Durée : 3 heures
Il sera tenu compte de la qualite e

de la rédaction dans I'¢valuation des €OPICs.

Les parties I, 11 et 111 sont indépendantes.

On considére 'EDO suivante pour denx parametres réels D >0et A> (.

(E) 2'(t) = D.r'(f)(.“l}-" :r(!})_ 1>0
(C) x(0) = T > 0.

Partie I : Les réponses aux questions de 1 4.5 ne doivent pas utiliser I'expression de la solution

calculée a la question 0.
(1) Quelles sont les solutions singulieres (encore appelées points d'¢quilibre) de 'EDO (E)?

(2) Montrer que si 0 < Fg < A, alors la solution #(f) de I'EDO “(E) + (C)" vérifie

0 < ¥(t) < A pour tous t > 0.

(3) En utilisant un théoréme du cours. déduire de la question précédente que. si 0 < T < A.
la solution de “(E)+(C)" est définie sur R tout entier.

(4) Montrerique si 0 <(Fo < A, alors la solution #(t) de 'EDO “(E) + (C)” est strictement
croissante sur Rt

(5) Montrer que si 0 < Ty < A, alors la solution #(f) de PEDO “(E) + (C)" converge vers
A pour t = +o0.

(6) Soit 0 < 7, < A, calculer la solution z(t) de “(E), + (C)". On utilisera la décomposition

1 1
5o = paG A=)

Partie I1

On considere dans cette question et les suivantes le schéma d’Enler explicite défini par xp > 0

donné et
S
=r___ " = Dzi(A =), k>0,
Al (7 k) Z

avec un pas de temps variable At = 1p41 — 1. > 0 et le temps initial ¢, = 0.

(7) Démontrer que
Tigy = (1 + DALL(A — J.'”)J'L

B s ———




(&) Démontrer que
i t'l‘ ,‘1 - Thkt+1 = (l i {).r*A’j‘)(/‘—_rl}

temps Afy telle que si 0 < o < A, alors on a

jon sur le pas de .
si cette condition sur le pas de temps Aty

9) Tronver . eondit
© e £ < A. Démontrer que

necéssairement 0 < L+

est satisfaite alors T+l > Tk
At = At > 0 pour tous k> 0. On suppose vérifice

te question que ; b . :
S la question précédente. Démontrer

lition sur le p
s la suite (Tx)k=0
A. En déduire €

(10) On suppese dans €€
pour tous k > 0 la cone
que, 8i 0 < 19 < A, alor

imite telle que 0 < y <

as de temps de
est strictement croissante et converge vers une

Jsuite en utilisant le schéma que y = A.

Partie I1I ) A, . T T
On considere dans cette question ¢t Jes suivantes le schéma numerique semi-implicite défini par
. £ ans cette question € e
a9 > (0 donndé et
f‘“_fﬁ:;r_f — Drp(A = Ti41)s k>0,
it

avec un pas de temps constant At > 0 et les temps discrets 1y, = kAL,

(“) Mnmrer que
14+ DAAI )
Ty

e Tk+1 = \1 4 DxpAt
et aussi que
I
- A—x, -_;___————A—.I‘-. "
w1 = Toam ) b

(12) Montrer que si xy > 0 alors 2y > 0 pour tous &k > 0. On montrera que si la propriété
est vraie pour xy alors elle est vraie pour Ty41.
A pour tous k = (). On utilisera la question

(13) Montrer que si 0 < .y < Aalors 0 <y <
st vraie pour x; alors elle est vraic pour

précédente et on montrera que si la propriété
Th+1-
(14) Montrer que si 0 < ro < A alors la snite (zx)k>0 est strictement croissante.
(15) Montrer que si 0 < 1y < A, la suite (i )izg converge vers e limite notée y telle que
0 < y < A. En déduire cnsuite en utilisant le schéma que y = A, *
(16) On se place sur I'intervalle [0.77] et on fixe m € N*. Le pas de temps constant est défini
par At = 5 et les temps discrets par ¢, = kAt pour k = 0.--- ,m. On cherche a estimer
erreur de consistance du schéma définie par

ro = “_I_.E*_“.)Z;—E&l — D.i(!k)(A - i‘(fﬂ.-ﬂ))-

oi1 Z(1) est la solution exacte de “(E)+(C)".

En effectuant un développement limité de F(lysr) = Z(lx + At) au temps ) avec

un reste a lordre (At)?, montrer que Perrenr de consistance vérifie |r| < CAt avee C

indépendant de At mais pouvant dépendre de la solution & et de T.

—
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Examen partiel du cours L3 Systénes Dynamiques ©f Analyse Numérique. Aucun document

antoris¢. Durée 2h.

Exercice 1 : on considere 'EDO

() () = A+ 1
(C) .ff”} = 1.

On note (Eh) 'EDO homogene associée a (E)
2t
(Eh] J‘,(f) = ;;_—;‘i‘f”]-
vons dire sans caleuls (1) de

lutions de (E) + (C)7

(I"(‘ I]()ll\’('z

(Eh) et (i1) des so

(1) En imvoguant les théoremes vus en cours.
I'ensemble des solutions de 'EDO homogene

(2) Calculer I'ensemble des solutions de (Eh)

a constante, caleuler une solution particuliere

(3) En utilisant la mét hode de variation de | s &0 8
(E). On rappelle que la dérivée de

de (E) et en déduire I'ensemble des solutions de
W i 4
arctan(r) est =5

(4) Déduire de la question (3) la solution de (E)+[('j_

Exercice 2 : on considere Je systeme d'EDOs linéaires a coefficients constants suivant

-t - (Eh) a'(t) = Axr(t).

en dimension n = 2 avec x(t) = ( ::E:; ) et A= ( {lj f ) 3

(1) Que pouvez vous dire dapres le cowrs de Uensemble des solutions de (Eh)? Quel est
I"'unique solution singuliere (ou point d'équilibre) de (Eh) ? Est ce que ce point d’équilibre
est stable ou instable”?

(2) Caleuler lensemble des solutions ra(t)

(3) En utilisant la question précédente. calculer Iensemble des solutions r (1)

(1) Déduire des questions (2) et (3) une base de solutions de (Eh) et déterminer la solution

vérifiant la condition de Cauchy 71(0) = x2(0) = 1.

Exercice 3 : on considére I'équation du second ordre a coefficients constants

(Eh) a"(t) +2.'(1) =0.

(1) Déterminer I'ensemble des solutions de (Eh)

(2) Caleuler la solution de (Eh) vérifiant la condition de Canchy x(0) =0, r'(0) = 1.




Evaluation L3 r;fl_alﬁmatiques a;)_piiquées
Analyse de données
Durée: 3h00

Cette évaluation permettra aux étudiants de déployer des techniques d'analyse de données et d'apprentissage

automatique tout en mettant en pratique leurs compétences en programmation R.

Exercice 1 : Analyse en Composantes Principales (ACP)

Jeu de données : Wine Quality Dataset

o

(%}

Description : Ce jeu de données contient des informations sur les caractéristiques chimiques de
différents vins rouges et blancs, ainsi que leur qualité (note de 0 & 10).
Source : Disponible sur UCI Machine Learning Repository.
Utilisation :
o Les variables chimiques (comme I'acidité, le pH, le taux d'alcool) peuvent étre utilisées pour
effectuer une ACP.
o Les étudiants peuvent analyser les contributions des variables et des individus pour
identifier des regroupements ou des tendances.
Préparation des données :
Charger le jeu de données.

Identifier et traiter les données manquantes (imputation si nécessaire).

O

la]

Standardiser les variables si elles sont sur des échelles différentes.

Réalisation de I'ACP :

- FEffectuer une ACP sur les données standardisées.

O

- Déterminer le nombre d'axes principaux a retenir (criteres : ¢éboulis des valeurs
propres. seuil de variance expliquée).
Visualisation et interprétation :
- Représenter graphiquement les individus et les variables sur les axes principaux.
- Analyser la contribution des individus et des variables aux axes principaux.

Interpréter les résultats pour identifier des regroupements ou des tendances.

C

Exercice 2 : K-Means (Clustering non supervisé)

Jeu de données : Iris Datasel

Description : Ce jeu de données classique contient des mesures de longueur et largeur

des sépales et pétales de trois espéces de fleurs d'iris (Iris setosa, Iris versicolor, Iris

virginica).
Source : Intégré dans R (utilisez data(iris)).

Utilisation :

Les étudiants peuvent appliquer K-Means pour regrouper les observations en

o]

clusters.




o ls peuvent comparer les clusters obtenus avec les vraies étiquettes des especes
pour ¢valuer la performance.

1. Préparation des données ;
o Charger et nettoyer les données (imputation des données manquan

nécessaire).
o Diviser les données en un jeu d'entrainement et un jeu de test.

2. Détermination de la valeur optimale de K :
o Utiliser des méthodes comme l'inertie intra-classe (méthode du coude) ou le
coefficient de silhouette pour choisir le nombre optimal de clusters.
3. Réalisation du K-Means :
o Appliquer l'algorithme K-Means sur le jeu d'entrainement.
o Visualiser les clusters obtenus.
4. Evaluation et interprétation :
o Calculer une matrice de confusion (s

5 Tracer la courbe ROC (si applicable).
Interpréter les résultats et discuter des regroupements obtenus.

tes si

i des étiquettes sont disponibles).

Q

Exercice 3 : K plus proches voisins (k-NN)

Jeu de données : Titanic Dataset

e Description : Ce jeu de données cont
age, sexe, classe, et <'ils ont survécu ou non. (nous ne retiendros que ce

ient des informations sur les passagers du Titanic, comme leur
s variables)

« Source : Disponible sur Kaggule.
« Utilisation :
5 Les étudiants peuvent prédire la survie des passagers en
lls peuvent diviser les données en jeu d'entrainement et
avec une matrice de confusion et une courbe ROC.

Les jeux de données de test et d’entrainement sont fournis sous form

utilisant l'algorithme k-NN.
de test, et évaluer la performance

e de fichier csv

1. Préparation des données
- Charger et nettoyer les données (

imputation des données manquantes Si

nécessaire).
Diviser les données en un jeu d'entrainement et un jeu de test.

2. Détermination de la valeur optimale de K :

Utiliser une validation croisée pour choisir la valeur optimale de K.

3. Reéalisation du k-NN:
o Appliquer l'algorithme k-NN sur le jeu d'entrainement.

. Prédire les classes pour le jeu de test.

4. Evaluation et interprétation :

Calculer une matrice de confusion.

Tracer la courbe ROC et calculer I'AUC.

Interpréter les résultats et discuter de la performance du modele.

o

o

(o]

Exercice 4 : Arbre de classification




Jeu de données : Titanic Dataset

s Description : Ce jeu de données contient des informations sur les passa

gers du Titanic, comme leur
age, sexe, classe, et s'ils ont survécu ou non. (nous ne retiendros que ces variables)
]

Source : Disponible sur Kaggle.,

+ Utilisation :

o Les étudiants peuvent prédire la surv

ie des passagers en utilisant ['algorithme k-NN.
o lls peuvent diviser les données en jeu d'entrainement et de test, et

évaluer la performance
avec une matrice de confusion et une courbe ROC.
Les jeux de données de test et d’entrainement sont fournis sous forme de fichier csv
1. Préparation des données :

o Charger et nettoyer les données (imputation des données manquantes Sl
nécessaire).

5 Diviser les données en un jeu d'entrainement et un jeu de test.
2. Construction de I'arbre :

5 Construire un arbre de clas

sification sur le jeu d'entrainement.

o Elaguer l'arbre si nécessaire pour éviter le surapprentissage.
3. Evaluation et interprétation :

(8]

Calculer une matrice de confusion.
Tracer la courbe ROC et calculer 'AUC.

Interpréter les résultats et discuter de la performance du modele.

(o]

o

Livrables attendus : (fichier Rmd + word)
1. Un rapport détaill¢ contenant :
La méthodologie suivie pour chaque exercice.
Les graphiques et tableaux produits.

Une interprétation claire des résultats.
2. Un script R bien documenté pour chaque exercice.

e]




Evaluation Bases de donnéés L3 M-alhérﬁatllqu'es

Durée : 3Heures

Syl L uL o

Exercice 1 : Conception d'une base de données pour les stages en entreprise

Vous devez concevoir une base de données pour les stages en entreprises dans une formation
universitaire. La base de données concerne seulement les stages d’une année universitaire mais elle
conserve les informations de plusieurs années universitaires pour les entreprises et les enseignants.
Les entreprises proposent des stages en décrivant ces stages par un sujet, une durée, une éventuelle
rémunération. Une entreprise peut proposer plusieurs sujets de stages différents mais n’accueillera
qu’un seul étudiant par convention de stage. Les étudiants contactent les entreprises. Evidemment
chaque étudiant peut contacter plusieurs entreprises pour des propositions differentes ; il n’est pas
interdit qu’un étudiant contacte plusieurs fois une méme entreprise, a des dates differentes, pour une
proposition de stage donnée. Les entreprises prennent rendez-vous avec les étudiants. Lors du rendez-
vous, la proposition de stage est discutée ; seule la durée ne peut étre modifiée. Si I'entreprise est

intéressée par le profil d’un étudiant, le sujet définitif est établi. La proposition de stage devient alors

un stage effectif, avec une convention de stage, qui donnera lieu ‘a la rédaction d’un mémoire. Une
proposition de stage ne peut pas donner lieu ‘a plusieurs conventions. Si 'entreprise estime que le
sujet doit étre réalisé par plusieurs étudiants, elle publie plusieurs propositions de stage (elle est
incitée a donner des sujets différents) ; si, pour un sujet, I'entreprise était éventuellement intéressée
par plusieurs étudiants, elle publierait une nouvelle proposition de stage (a la limite en conservant le
méme sujet). Les étudiants effectuent un seul stage dans I'année universitaire. Le stage effectif doit
etre encadre par un (et un seul) enseignant. L’enseignant effectue parfois une visite a I'entreprise
durant le stage. Pour maintenir un contact entre I'entreprise et l'université, la base de données ne

mémorise que le dernier enseignant qui a visité I'entreprise et la date de cette derniere visite.

Questions

1- Dessinez le modéle entité association.
2- Donnez le modéle logique des données correspondant au modéle entité association

Exercice 2 :

Soit le schéma de base de données relationnel suivant :
AGENCE (NumAgence, Nom, Ville)

CLIENT (NumClient, Nom, Ville, dateNaiss)

A
COMPTE (NumCompte, #NumAgence, #NumClient, Solde)




Ecrire les requétes SQL suivantes :

1. Créer la table Compte avec les différentes contraintes sachant que le solde doit étre
obligatoirement >=0.

2. Liste les numéro des agences ayant des comptes-clients.

3. Afficher le solde moyen des comptes-clients des agences dont le solde moyen est > “10 000”.
4. Afficher le nombre de clients habitant a “Tunis”.

S. Afficher le nombre de clients n'ayant pas d'adresse.

6. Insérer le Client dont le numéro est 100 et de nom="Tunssi" avec son compte 2000 créé a I'agence
numéro 5014 et de solde initial = 0.

7. Augmenter le solde de tous les comptes de I'agence numéro 5014 de “5%".

8. Afficher le total des comptes de chaque agence en commengant par le plus grand dont le nombre
de client dépasse 10,

9. Supprimer de la relation Compte toutes les comptes vides.
10. Quel est le client le plus vieux.

11. Quel est le total des comptes du client numéro 100 a I'agence 5014.

12. Afficher les clients nés en mois d'octobre et qui habitent a ‘nabeul’ (ou bien 'NABEUL' et faite
attention aux espaces) e dont le nom se termine par ‘ed'.

G



Devoir de MERISE : Application de gestion de stock et de vente en ligne pour la société INX SARLU

Durée : 3 heures

Introduction

Dans le cadre de ce devoir, vous allez concevoir les schémas conceptuels d'une application de
gestion de stock et de vente en ligne pour la société INX SARLU.

Partie 1: Analyse des besoins

1. Décrivez brievement les activités principales de la société INX SARLU et les besoins
spécifiques en matiére de gestion de stock.

2. ldentifiez et listez les acteurs impliqués dans le systéme de gestion décrit.

3. Identifiez et listez les sous-domaines.

Partie 2 : conception

1. Réalisez le graphe des flux.

1. Reéalisez le dictionnaire de données, MCD et le MCT.

2. Convertissez le MCD en MLD, en identifiant les tables, les clés primaires et les clés
étrangéres.

Partie 3 : Conclusion

1. Résumez les principales étapes de conception de l'application de gestion demandé par INX
SARLU.

2. ldentifiez les éventuels défis ou contraintes rencontrés lors de la conception et proposez
des solutions potentielles.

Page 10f 3



ANNEXE
Cahier des charges : Application de gestion de stock et e-commerce pour INX SARLU

La société INX SARLU souhaite développer une application de gestion de stock pour optimiser la
gestion de ses produits et avoir une interface pour faciliter la vente en ligne. Ce cahier des charges
détaille les fonctionnalités requises, les exigences techniques et les contraintes a respecter pour la

réalisation de l'application.

L'application de gestion de stock doit permettre a la société INX SARLU de :

* Suivre en temps réel les niveaux de stock de ses produits.

e Gérerles entrées et les sorties de stock de maniére efficace.

» Effectuer des commandes fournisseurs en fonction des besoins prévus,

* Analyser les données de stock pour optimiser les processus de gestion.

» Vendre ses produits en ligne de maniére efficace et sécurisée.

* Offrir une expérience utilisateur optimale pour les clients.

* Gérer les commandes, les stocks et les paiements de maniere automatisée.
¢ Promouvoir ses produits et fidéliser sa clientéle.

L'application de gestion de stock et vente en ligne devra inclure les fonctionnalités suivantes -

7/« Enregistrement des produits par catégorie avec leurs caractéristiques (nom, description,
référence, prix, image, etc.).
L' e Suivi des niveaux de stock avec mise 2 jour automatique lors des entrées et sorties.
) » Gestion des commandes fournisseurs avec génération automatique des commandes en
fonction des seuils de réapprovisionnement.
=/ & Gestion des entrées de stock (réception des produits des fournisseurs) avec enregistrement
des quantités et des dates.
) » Gestion des sorties de stock (ventes ou autres utilisations) avec enregistrement des
quantites et des dates.
-~/ & Génération de rapports de suivi des stocks, des mouvements de stock et des performances
de gestion.
.~ » Interface conviviale permettant une utilisation intuitive par les employés de la société INX
SARLU.
=/« Panierd'achat permettant aux clients d'ajouter, de modifier et de supprimer des articles.
¢ Processus de commande avec gestion des adresses de livraison et des options de
paiement.
/= Systéme de gestion des comptes clients avec inscription, connexion et gestion du profil.
¢ Systéme de gestion des commandes et de suivi de livraison pour les clients et les
administrateurs.
”_) e |ntégration d'un systéme de paiement sécurisé permettant les paiements par carte
bancaire, PayPal, etc.
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Outils de promotion et de marketing, tels que des codes promotionnels et des programmes
de fidélité.

Interface d'administration intuitive pour la gestion des produits, des commandes, des
clients, etc.
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Eramen partsel dee TPs LA Vunde 2024 /2025
Cours Systemes dynanuques et analyse numérique
lucun dor ument autorise

Durée : 1 heure 30
Les programmes dowent étre rédigés dans le langage python

Il sera tenu compte de la qualité
de la rédaction dans | évaluation des copies.

Exercice 1 :
On cherche a calculer numériquement une solution approchée de 'EDO scalaire (solution x(t) i

valeurs dans B)
2'(t) =f(z(t),t), tE]to,tyl,
z(ty) =m0
On utilise pour cela le schéma de Heun (ou du trapeze explicite) avec une discrétisation non uniforme

de l'intervalle de temps [tg, ty] dont les pas de temps Aty =t — tx_| ne sont pas a priori constants ni
connus A l'avance.

Le schéma s'écrit : 2g donné an temps ty et tant que t, ¢ < tr ¢

=g [ tea) + S(ona + Ataf(enaite )]

(1) Quel est Vordre de consistance de ce schéma ? Ce schéma est t-il conditionnellement ou incon-
ditionnellement stable (pour des EDOs stables) ?

(2) Définir une fonction python Heun(f, t0, t£, x0,dt0) prenant en entrées le nom £ de la fonction
f(x,t), les temps tg et ty (notés t0 et tf), la valeur initiale x0 et le pas de temps initial dt0.
Cette fonction caleule en sortie les tableaux notés tvec et xvec contenant les valeurs des #;. et
des ry. Le pas de temps sera pris égal a

Aty = min(dt0,ty — tg_1).

On notera t le temps courant initialisé A t0, x la valeur courante de z; initialisé 4 x0 et dt
le pas de temps courant initialisé & dt0. On utilisera une boucle while t < tf: qui mettra a
jour les variables x, t, dt dans un ordre a déterminer.

L’ensemble des valeurs des t;. et des zx seront empilées dans des rableanx tvec et xvec avec
les commandes suivantes :

tvec = np.hstack([tvec, t]) # stack horizontal des t successifs
xvec = np.hstack([xvec, x]) # stack horizontal des x successifs

tvec et xvec seronl initialisés a tvec = t0 et xvec = x0.
Vous ne devez utiliser que les variables x, t, dt pour programmer ce schéma.
Veiller 4 programmer avee soin tons les ¢dléments demandds : initialisation de algorithme,
la boucle while, la mise a jour des variables.

(3) Définir la fonetion

f(‘rit): %\/;_ g-{f‘




(4) Programmer la fonction suivante

2
zex(l) = (,]—3+(\/1_ll

ot

solution exacte de I'EDO pour la fonction f préecédente et pour fo = 0, rg = 10. On utilisera

la fonction np.exp() de la libraimic numpy qui est vectorisée

(5) Programmer le calenl de la solution numérique de 'EDO avee to = 0, ty = 10, 2o = 10 et

dty = 0.1 Programmer I'allichage sur une méme hgure des solutions numérique et exacle
Programmer 1'affichage sur une deuxieme figure de la différence entre ces deux solutions

Exercice 2

. is ; . ; Rt o ' t) a
On cherche d calculer numériquement une solution approchée de 'EDO s alaire (solution z(t)

valeurs dans R)

() =-—(z(t)® telto,ty],

z(to) =z > 0.
On utilise pour cela le schéma smvant avee une discrétisation non uniforme de I'intervalle de temps
[to, t| dout les pas de temps Aty = tx — te_1 1ie sont pas a prioti coustants ni connus a avance.

Le schiéma s'éerit = zg > 0 donné au temps ¢ et tant que tg_ < tg, calculer i tel que :

Ty — Tk-1

XA = —(zx-1)"zx.

(1) Quel est l'ordre de consistance de ce schéma”?

(2) Programmer une fonction python SemiImplicite(tO,tf,x0,dt0) prenant en entrées les temps
to et ty (notés tO et tf), la valeur initiale x0 et le pas de temps initial dt0. Cette fonction calcule
on sortie les tableaux notés tvec et xvec contenant les valeurs des ty et des zy. Le pas de temps
sera pris égal a

Aty = min(dt0,ts — tp_1).

On notera t le temps courant initialise a t0, x la valeur courante de zj mitialisé a x0 et dt
le pas de temps courant initialisé & dt0. On utilisera une boucle while t < tf: qui wettra a
jour les variables x, t, dt dans un ordre a déterminer

L’ensemble des valeurs des i et des xx seront empilées dans des tableaux tvec et xvec avec
les commandes suivantes :

tvec = np.hstack([tvec, t]) # stack horizontal des t successifs
xvec = np.hstack([xvec, x]) # stack horizontal des x successifs

tvec et xvec seront initialisés a tvec = tO et xvec = x0.
Vous ne devez utiliser que les variables x, t, dt pour programiner ce schéma.
Veiller & programmer avec soin tous les éléments demandés : 'initialisation de Talgorithine,
la boucle while, la mise a jour des variables.

(3) Calculer analytiquement la solution exacte de I'EDO fonction de t et dépendante de tg et zg;
puis programmer la en python.

(4) Programmer le calcul de la solution numérique de 'EDO avec tg = 0, zg = 2, ty = 10 et
dty = 0.05. Programmer I'affichage sur une meme hgure des solutions numérique et exacte.
& q
Programmer 'affichage sur une deuxiéme figure de la différence entre ces deux solutions.
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EXAMEN
CALCUL DIFFERENTIEL - EDO

EXERCICE 1 :

1. Soient (E,||.||g) et (F,||.|[r) deux espaces vectoriels normeés, f une application de E dans F
(a) Donner avec précision la définition de 1a différentiabilité de f en un point z de E.
(b) Montrer en raisonnant par l'absurde que cette différentielle est unique.

2 Soit E = R" muni de la norme déduite du produit scalaire usuel.

(a) Donner les différentielles des fonctions de I dans R définies par :

f(z) =<a,r >, ou ac€ R",a#0

g(z) = Iz, h(z) = ll=ll = Vg(x)
(b) En déduire la différentielle de la fonction ¢ de R"\{0} dans R définies par
o(x) = expl||lelD+ < e, x>

(c) Trouver les points critiques Zq de ¢ en remarquant que T, = —Aa Ou A > 0. On

diféerentiera les cas |a| > 1 et |a| < L.

EXERCICE 2 :

On munit E = R,[X] de la norme ||P|| = sup | P(t)].

tel0,1]

1. Montrer que l'application |
j Pn—)/ P%(t)dt
0

définie sur E = R,[X] est differentiable et exprimer sa différentielle.

2. Soit f: M,(R) — R définie par f(M) = Tr(M?)
Justifier que [ est de classe C' et déterminer la difféerentielle de f en tout M € M, (R)

EXERCICE 3 :

1. Calculer le jacobien de I"application :

(r,0,p) > (rsinf cosy, rsin@sin @, rcost)

2. Montrer que , |
g (z,y) (x + §ms yy+ 3 cos 1)

est un C' - diffcomorphisme de R? sur lui-meme.
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TD N°2- MESUREET INTEGRATION

Fonctions mesurables - Intégration

Consignes
es étudiants.

Les exercices doivent étre préparés et résolus par |

n une famille de mesures sur un espace mesurable (X, T). Montrer que
\ (

(EXERCICE 1) Soit (ptn)ne

+00 w{\- -‘.)‘ ( ‘L 5 \ iVl
Y jin est une mesure sur (X, 7). e e P Tnp
n=0 [ .-.‘ Ko e | ‘ 9 ¢ l"lf.'-, - __'- i ) 2
ol i { -— v -
v I.ﬂ- i '-1 n

Ja mesure de Dirac en a sur (R, B(R)).

(EXERCICE 2) Pour a € R, on note
e mesure sur ((R, B(R)). Calculer

1. Soit u; = %61 e 4162 + %63. Justifier que p est un
3
M1 ([0 §J) Montrer que j; est une probabilité sur (R, B(R)).

k})

+oc

2 Soit H2 = Z
n=1
pour tout k > 1. En déduire pa2(N).
400 4 . . 1
Z 5571_ Justifier que pz3 est une mesure sur ((R, B(R)). Calculer 3 ([5 2 )

n=1

Calculer j3(R).

2—3,;5':. Justifier que 2 est une mesure sur ((R, B(R)). Calculer py ({1,2,--

3. Soit uz =

- R DT A

e mesurable et A € Q. Montrer que la fonction caractéristique 14

(EXERCICE 3) Soit (£, A) un espac

de A est mesurable si et seulement si A € Al

p S,

(EXERCICE 4_] Soit (€2, A) un espace mesurable et f:8> R une application. On définit pour tout
entier non nul n la fonction f, par

flz) si |f(z)|<n
fax)=4 n si flz) >n
-1 si  f(z) < —n.

Montrer que f est mesurable si et seulement si pour tout n € N*, fn est mesurable.

@(ERCICE 5) Soit (X, 7) un espace mesurable.
1. Soit f: X —+ R mesurable, montrer que |f| est mesurable.

2. En supposant que 7 # P(X), montrer que la réciproque est fausse.

- TD N°2 - MESURE ET INTEGRATION - page 1



(EXERCICE 6) On considére la famille 7 formée des/pastied A de Z vérifistit la propriété -
VneN', 2ZneAe2n+ 1€ A

1. Montrer que 7 est une tribu sur Z contenue strictement dans P(Z). %
2. Moutrer que l'applicalion @2~ Z définie par p(n) =n+ 2 pour tout n € 4, est
bijectice, (T, T)-mesurable et ¢! n'est pas (T, T)-mesurable.

(EXERCICE 7)

1. Quelles sont les applications mesurables i de (X, A) dans (R, B(R)) lorsque A est la tribu
grossiére 7 lorsque A est la tribu triviale?

2. Soient f et g des fonctions de (X,.A) dans (R, B(R)). Montrer que les fonctions max(f, g)
et min(f, g) sont aussi (A, B(R))-mesurable.

(EXERCICE 8) Soit f: R —» R définie pour tout € R par : f(z) =5 1_12/(z) = 2- 1} 4(2).
1. La fonction f est-elle étagée ? Si oui, trouver une représentation canonique de §i

2. Décrire explicitement I'ensemble {z € R | f(z) < 4}.

(EXERCICE 9) Soit (fu)nen une suite décroissante de fonctions mesurables et positives sur un espace
mesuré (X, A, pt), qui converge simplement vers une fonction f. On suppose qu'il existe ng tel

que / frodp < +00.
X
Montrer que lim / f,,d,u:] fd,uetque/ fadp < +00.
n—+00 J x X x

Peut-on supprimer ’hypothése ./x fnedpt < + 007 Si non donner un contre exemple.
A

(EXERCICE 10 ) Soit (N, P(N), m) I'espace mesuré, ot m est la mesure de * dénombrement sur N définie
par m(A) = card(A) pour toute partie A de N. Soit f : N — R, une application. Montrer

que f est mesurable puis expliciter la valeur de Lfdm.

(EXERCICE 11) Soit (£, A, 1) un espace mesuré, (fn)n une suite de fonctions p-intégrables de Q dans
R convergeant simplement vers une fonction f : {2 = R p-intégrable. Démontrer que

im_ [ (faldu= [ 1fidn & tim [ 1fu - fldu=0

n—+0o0 n—s+400

f (EXERCICE 12] Sur l'espace mesuré (R, B(R), ), ou B(R) est la tribu borélienne et A la mesure de

: ! 1
Lebesgue sur R, on considére la suite de fonctions f, = =1/, - l]{_ﬂ 0 -
n n h

a) Montrer que la suite de fonctions ( f,,), converge vers une fonction f que 'on déterminera.
b) Montrer que f et chaque f, sont intégrables.
¢) Les égalités suivantes sont-elles vraies ?

Jim [ uix= [ g i [ gaa= [ iflan s [ (- slaa=o.

On remarquera qfe dans cette question, pour chacune des fonctions g considérées, on a f gd\ = f g(x)dx.)
R R

= TD N°2 - MESURE ET INTEGRATION - page 2




XERCICE 13) Pour chaque n €/Nyim considéte Inifonctiob f, : [0, +00(— R définie par

-z )

! ne
fﬂ(z')_ l+nr! V.TE[O.-Q—OC[.

+00
Caleulerlim ]0 ¥

’XERCICE 14)
Pour chaque n € N*, on considere la fonction f, : [0,1] = R définie par

sin (f) ., Vzelo1].
n

Jnlz) = 1 :::2

1
Calculer “Elj_lm j‘; fa(z)dz. (

EXERCICE 15) Pour chaque n € N*, on considére la fonction f;, :J0, +00[— R définie par

1 — cos"(x)

@)= = Yz €0, +0ol.

400
Calculer lim f fn(z)dx.
n—+a0 Jo

EXERCICE 16 ] Pour chaque n € N¥, on considére la fonction J :]0, +00[— R définie par

sin(z) z/"

—Iz—m. Yr E]U. +CXJ[

falz) =

1. Montrer pour tout n > 1, la fonction f, est intégrable sur |0, +00[.
. i ; o : +2¢ sin(x)

2. Montrer que hri:n fu(x)dz existe et 'exprimer en fonction de S = p

n—+0 J) 1

dx.

1
3. Montrer que liJ_{l f fn(z)dz = +00. Expliquer pourquoi le théoréeme de la convergence
n—++00 0

dominée ne s'applique pas.
o Y,
4) . Aoumb) 29 ¢ 4
7t Apn”® )t
P Al
. ( e e x ')t m n " e ./—r— 2T 9
) n L0¢ Ylcloow . — °c X - 4
\/QEJ/‘/_//’ }(L ~1 + I e P 4-'3
2n
™ L r\ T : - { . ’
- g r\t‘,[u"l_CL, l) [ UF‘A L . NG -T'lﬂ '0),
S o Nene ; ) .
ExO 44 P o w\i,(jcxz_.ﬂx‘(/
e e ——— ’ ) i
z/ ' ¥ ("‘L.“(\Z] 2 —
e | (N ¥e \ Ve --_-_-2. d-_—_-”f'/\h
2l v T K 1A
‘\ '.
QL_’E_’EL = Cuend
QSR e P
¢t ~Aatrn™ nlt
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Partiel de modélisation statistique
Durée 1hin
Documents et calculatrice interdits

Questions de cours

I. Enoncer le théoreme central limite
! 2. Rappeler I'intérét de la delta-méthode
3. Soit #,, un estimateur d'un parametre # £ & :
(a) Rappeler la définition du biais de #,, comme estimateur de #

! (b) La définition de I'erreur moyenne quadratique de #,, comme estimateur de £

Démonstration du cours

1. Montrer que la convergence en moyenne quadratique implique la convergence en probabilités,
2. Prouver le corollaire du théoréme de Slutsky, ce corollaire s"énongant comme suit :
Soit (X'},) une suite de variables aléatoires, a et o des constantes telles que

Va(X, —a) 55 AN(0,62)

M=+

alors (.X,,) converge en probabilité vers

Exercice 1

Soit A > (), on considére la fonction f définie par :

e ™. sia>0

flx) = L 0. sinon.

1. Montrer que f est une fonction de densite
2. Soit X une variable aléatoire réelle de densité f :
(a) Donner I'expression de la fonction de répartition de X

(b) Calculer I'espérance de X

Exercice 2

Soit Xq,.....

et de variance o° = VX |
N7 o g~ . v =TI 4
Considérons X ,, défini par X,, := ;> X;

I. Calculer E[X

2. Calculer V[X,) B
3. Montrer que E[(X, — ;)°] — 0. Que peut-on donc dire sur X', ?
'k ri—-+00

4. Montrer que X, converge en probabilité vers ju.
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Examen de modélisation statisticque
Durée 3h
Une feuille Ad manuscrite autorisée
Tout type de calculatrice autorisé

Exercice 1. Soit (X1,..-, Xu) un échantillon de loi uniforme sur [0,0]. On cherche a estimer 0

On rappelle que la moyenne empirique est donnée par X, = ;'; ¥t X

(1) Calculer IE[X.]_

(2) Montrer que 21\}!1 est un estimateur sans biais de 6.

(3) Montrer que 2Xy est un estimateur consistant de ¢

() Montes Festimateur est asymptotiquement normal Préciser les paramétres de cette
lor asymplotique

(5) Montier que erremr quadratique moyenne de 2X,, est égale i ‘;—ﬁ
b S

On va construire un autre estimateur. On note 6,, = max(Xy,- -, Xn)-
(6) Montrer que la fonction de répartition de (}.. est donnée par la fonction défime pour tout
r € R par
0 stz <0
P((}“ <z)= (5)" si0<a <t
1 six >0

(7) En déduire que la fonction de répartition de (0 — 0,,) est donnée pour tout € R par

o 0 S < U
PO-6,<z)=1-(1-3)" s0<r<0
| st >

(8) En déduwe que pour z < 0, P(0 - 0, < 2) —+> 0, et que pour @ = 0,
n=+oo

P(o - (;',, <z) — 1

n—+o0

. = - L : ~ P
(9) En déduire que 6 —68,, — 0 puis que 8, — 0.
n—++o0 n—++00

(10) An vu de ce résultat peut-on conclure que estimateur est consistant Fortement

consistant 7

(11) On pose Y, = @ - 4, Calculer la densité de probabilité de Y,

(12) Montrer que le nisque quadratique moyen R(0,) est égal au second moment de Y,
R(0,) = E(Y2), et le calculer.

(13) Quel estimateur de 2X,, ou 6, préconiseriez-vous pour estimer ¢ 7 (justifier votre
reponse)

(11) Considérons 5 valeurs simulées selon une loi uniforme su Vintervalle [0 10| : 9,61 2,92
204 7,51 5,06. Données les estimations issues des deux estimateurs présentés précedem-
ment et dire lagquelle est la plus prochie de la vraie valew

On s‘intéresse maintenant a £, = n(f - f},,)

(15) Montrer que la fonction de répartition de £, est donnée pour tont » € R par la fonction

0 st <)
Pen<z)=C1-(1-%5)" si0<z<nd
] st = il




(16) En déduire que la fonction de tépartition do ¢, converge sunplement vers la fonction de
répartition donnée pour tout r € par

pan B siz<()
I=e siz>0

(17) Soit £ une variable aléatoire 1ée

2 lle ayant la fonet; ;o ;
vée. Quelle est la. loi do 5 7 Y fonction de répartition précédemment trou

Exercice 2. Considérons Je modeéle de régression linéaire suivant

}’.-=ﬂr,+e;, =18 ..

avee, pour chaque 1, Y; une variable alcatoire réelle, 7,

& une vanable aléatoire réelle. Op suppose que les ¢, .
avec g% > ().

un nombre réel, 4 une nombre réel, et
i.i.d issues d'une loi N(0,0?)
“orEn sont L issues dune loi ;

(1) Donner la loi de Y, pouri=12, ... n

(2) Justifier le fait que les Yi,..., ¥, sont indépendants mais pas de méme loi si les 7, ne
sont pas tous les mémes.

(3) Calculer f(V;8,0%) la vraisemblance du vecteur gaussien ¥ = & Ya)"

(4) Montrer que la maximisation de la veaisemblance par rapport a [ est équivalente a

minuser la fonetion suivante par rapport a /1

(5) En déduire que P'estimateur du maximum de viasemblance de 3 est

A E“-_-| z:Y;
3 = l; r (1)
Z:L—I 3:?

(6) En déduire que 4 est un estimateur sans biais de A
" A 2
(7) Montrer que V(8) = .

(8) Dedumee des points (3), (5), (6) et (7) la loi de 3.

*/ (9) Eu déduire que Pestimateur du maximum de viaisemblance de o2 noté 62
£ (10) En fait, on montre que ng?/o? ~ Xa-y i en déduire que &2 est un estimateur biaisé de

a* et proposer un estimateur sans biais noté a3 -
!

: 3 et 6 - VE Z6-8
(11 En admettant que 7 et 62 sont indépendants, quelle serait la loi de Z'-;_?[ )9

(12} Enquon la connaissance de cette loi peut nous étre ntile par la suite ?
(3] Commenter les éléments du résumé d'une régression de ce Lype (sans mtercept) présentée
st dessons
L) Nalenr estimée du paramétie 3
() Naleur estimée de I'écart-lype de Pestimatenr de /4
o estal significativement différent de 0 au tisque o = 5%
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> X1 = ozoneSTl2
> Y1 = ozoneSmaxo}

>
s summary(Im{yl--1-x1))

caln;
In(formula = Y1 - -1 + X1)
Residuals:
Min 10 Median 30 Max

-37.930 -14,290 -2.462 9,605 30,728

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>ltl)
X1 4.2379% 0.07855 53.95 <2e-1f *tr

Signif. codes: 0 '#*%' 0,001 '**' 0,01 '¢' 0.05 '.' 0.1 ' "1

Residual standard error: 18,21 on 111 degrees of freedom
Mu\tip?e R-squared: 0.9633, Adjusted R-squared: 0.9629
F-statistic: 2911 on 1 and 111 DF, p-value: < 2.2e-16

Exercice 3. Su?pposuns que Xy, Xo, ..., X, sont des variables aléatoires i.i.d suivant une loi
normale N(j,0%) avec p€ R et o > 0.
0 e g L, l n . .
n considere ji, = X, = ; Z X, comme estimateur de fu.
1=\

(1) Montrer que fi,, est un estimateur sans biais de .

(2) Donner la variance de ft,,.

(3) Montrer que ji, est un estimateur consistant de .

Intéressons-nous maintenant a lestimation de pi2. Comme X, est un estimateur consistant

de p1 il semble raisonnable d'estimer 12 par X2

(4) Montrer que E(X2) = p?+ 9.'?‘ (indice, utiliser : V(Xa) = E((Xn - ) = E(X3) = 10),

(5) En déduire que X est un estimateu biaisé de 12, mais qu'il est asvmptotiquement sans

biais.
. 1 . ! }
(6) D'aprés le cours donner la formule de §% Vestimateur sans biais de o7
. . - .. 2
(7) D'apreés les résultats précédents en déduire un estimateur sans biais de ji™. ’
(8) En utilisant la delta méthode détermimner la distribution asymptoticque de /n( X7 =)

Exercice 4. O rappelle les quantiles de la loi normale centrée réduite zpo50 = 104 et o7y =
1,96.
Considérons 0, 'estimatenr d'un paramétre inconnu 0 & partiv de n donnges et supposons que
V0, - 0) ~ N(0, 1)
(1) Construire un intervalle de confiance a 95% sur le parametre 0
(2) On veut tester Hy = {0 =2} contre Hy 2 {0 # 2} au nivean de 5% :
(a) Construire la zone de rejet associée a ce test
£ (b) Supposons maintenant que la vraie valewr du parametre soit éeale a 3 montier que
la puissance du test dans cas (probabilité de rejeter Hy alors quielle est Lansse)

s'exprime de la fagon smvante
I 1= F(1.96 — V) + F(=1,96 — yn) = F(Vn - 1,96) + F(=1,96 = Vi)

. aver F 1..1 {rmi (RTHT l]l' I.\"]I'rl.'l'l:ll ill!l (h‘ ]El N(U, 1)
"‘\ (€) Comment fant-il chosi i ponr avoir ue puissance supenen:e o coale a 059 7 (on

\

\ ci-tlessis)

(d) Conswlivons = el = 2.5 rejetez-vons Hy au rscue de 57

B i g e —L

pourta pont résondie ke probléme négliger le second terme dans Fexpression donnée

T T —
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Exercice 1
Une chaine de magazins utilise une flotte de camions loues a diverses agences
de lo ation. Elle a prevu de besoins en calmons SUur une ]Jl"l'!ml!' de 6 mols

décrit dans le tablean suivant :

F lT]_l’l r_.\_[nl'h'
10

_\\m Mai .In|11__|

30 }J» I_.]_.'t_ |_I'Ei |

200 camions dont la location se termine fin F'évrier.

[ Janvier

Au 177 janvier. la chaine a
F e cher hie A m]l]'h'f;lll'f‘ ses hesoins avec
effet le premier jour de chague mois

le 3 mois a 1700 Unité monétaire (cout total non mensuel )

- Des contrats «
-Des contrats de 4 mois a 2200 Unité monétaire (cout total non mensuel)

Des_contrets de § mois 2600 Unit
ce problbme en programmation lincaire
nombre de contrats de chaque type a démarrer

trois types de contrats pouvant

Pre ndre

4 mondtaire (eout total non wmensnel)

Formuler sans le resoudre

On souhaite déterminel le

chaque mois de facon a convrir les besoins an moindre cout et a se debarrasser

de toute la flotte début 1!I1”t'|.
Ecrire sans resondre le modele linéaire crrespondant i ce probleme

Exercice 2
On donne le programme lincaire stivant

'UFHIZT _].f! T Iy

Iy = &y .!
] .
. 21 rq >4
P) = ,
{ " 9 | .r;'_-;

ri. a3 20

1) Donner le dual (D) de (P)
(2.2.0) ost-clle nplillmll'_ justifier votre reponse

2) La solution X* = (2
3) Résoudre le programme (D) et en utilsant aleorithme simplexe qui convient

ot enduire une solution optimale de (P).

Tournez la page S.V.P.




Exercice 3
On donne le programme suivant

Minz = —12

:;J'| -+ 43'3 4
(P):¢ By +2r2= s

:;J'l = J"‘g S “

IV

r. 2220
A ; sy
1 1) Transformer (P) en un programme de maximisation appélé (Py).
2) Resoudre alors (Py) en utilisant la méthode du "grafnd M

3) En déduire une solution de (Pr)-
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Devoir de controle n® 1

L NB: aucun document n’est autorisé )

@ Soit X un ensemble non vide. Qu’est-ce qu'une tbu A sur X ?

@ Soit X un espace topologique. Donner la dénition de la tibu B(X).

@ Soit (X, A) un espace mesurable. Qu'appelle mesure positive y sur X.

o creice 2: 4 points |

Sou.-nt \ etY dcux ensembles non vides et f : X — Y une application. Soit A une tribu sur Y. On pose
= {/7"(A) el que A € A}. Montrer que f~'(A) est une tribu sur X.

On pose A = {A C R tel que A est dénombrable ou A° est dénombrable }.

. Montrer que A est une tribu sur R.
@ Montrer que A = o({{z}; z €R)}).

e 0 si A est dénombrable
@ On définit s : A - [0, +00| par u(A) =

1 si A est dénombrable
Montrer que y est une mesure sur R.

J Txcrcies: Tovias B 2

Soit (€2, A) un espace mesuré. Soit A un élément non vide de A vérifiant la relation :
(Be Aet BC A) = (B=0ouB = A).
On définit alors
pa: A= (0,400
l, siACB
B
(), sinon.

Montrer que ;14 est une mesure.

1/1 &:—]
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Union = Discipline — Travail RECHERCHE SCIENTIFIQUE
X Année  2024-2025
E l[J) r[\l SI \{)\Eg 3 ILII[ g EXAMEN DE MODELISATION UML
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Evaluation : UML : Licence 3 de Mathématiques

QUESTIONS DE COURS (10 pts)

1- Quel est l'objectif d'un model informatique?

2- Quelle est la différence entre une modélisation objet et une modélisation fonctionnelle ?
3- UML est un langage de modélisation. Pourquoi ?

4-Citez les branches de modélisation employées par UML

5- Citez deux exemples de diagrammes pour chaque « branche » de la modélisation UML
6- Quest-ce qu'un objet?

7- Quelle est |a différence entre un altnbut, une opeération et un hértage ?

ETUDE DE CAS 1 (6 pts)

En vue de la mise en place d'un logiciel dédié a l'industrie textile, nous étudions principalement quelques fonctionnalités
permettant de recueillir linformation sur les produits développés dans I'entreprise. Tout le personnel de I'entreprise peut
consulter le systéme, soit pour verifier qu'un produit particulier existe, soit pour un parcours libre des informations. Toute
consultation doit étre précédee par une authentification légére dans laquelle la personne précise son nom et son service
a des fins de statistiques ultérieures.
Les ingénieurs peuvent effectuer différentes opérations de mise a jour pour les produits dont ils sont responsables . ajout,
retrait et modification des informations sur les produits. Ces opérations doivent étre précedées d'une authentification plus
approfondie lors de laquelle 'ingénieur précise son nom, son service et introduit un mot de passe qui est vérifié en
contactant le systeme de gestion du personnel.
Toutes les opérations (consultations et mises a jour) donnent lieu & un enregistrement dans un journal des accés et
peuvent optionnellement s'accompagner d'une impression des documents accédés.
Travail a faire

1-  Relevez les differents acteurs de ce cas

2-  Modélisez cette situation a |'aide d'un diagramme des cas d'utilisation :

3- Décrire a partir d'un tableau le DCU obtenu

ETUDE DE CAS 2 (4 pts)

On desire automatiser la gestion d'une petite bibliothéque municipale. Pour cela, on a analysé son fonctionnement pour
obtenir la liste suivante de régles et d'affirmations |

* les adhérents ont un prénom (chaine de caractéres) et un nom (chaine de caracteres).

* la bibliothéque comprend un ensemble de documents et un ensemble d'adhérents.

1



« les adhérents sont inscrits ou désinscrits sur une simple demande

. de nouveaux documents sont ajoutés reguliérement a la bibliothéque.

. ces documents sont soit des journaux, soit des volumes

« les volumes sont soit des dictionnaires, soit des livres, soit des BD.

« Les documents sont caractérisés par un titre (chaine de caractéres).

« les volumes ont en plus un auteur (chaine de caractéres). Les Bases de Données ont en pl
(chaine de caractéres).

« les journaux ont, outre les caractéristiques des documents, une date de parution (une date).

us un nom de destinataire

* seuls les livres sont empruntables.
* un adhérent peut emprunter ou restituer un livre.

+ les adhérents peuvent emprunter des livres (et uniquement des livres) et on doit pouvoir savoir a tout moment quels sont

les livres empruntés par un adhérent.
» un adhérent peut emprunter au plus 3 livres.
+ la date de restitution d'un livre emprunté est fixée au moment du prét. Cette date peut étre prolongée sur demande.

Travail a faire
a- Réalisez le diagramme de classes permettant d'automatiser la bibliotheque municipale.

b- Définissez les attributs et les méthodes de chaque classe de ce digramme, ainsi que les multiplicités entre les

differentes classes.

0

g
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PSRl Soit (2,.A) un espace mesurable et f : §2 = R une application. On définit pour

tout entier non nul n la fonction f;, par

fz) s |f@)l<n
fo(@)=( n si f(z)=n

n si f(z) < —n.

On veut montrer que f est mesurable si et seulement si pour tout n e N*, f, est mesurable.

1. On suppose que f est mesurable.
t si [t] < n

(n_) On pose pour tout n € N'. ",l"{f] — n sl t 2 n pour tout t € R. ‘.\'I()llt]'f‘r
-n si 1< -n

que pour tout n € N*, la fonction w,, ainsi définie est continue sur K.
(b) En remarquant que pour tout n € N*, f,, = w,

2. On suppose que pour tout n € N*, f, est mesurable. Montrer que f = limy 5400 fn puis
déduire que f est mesurable.

1. Donner la définition d’une mesure positive sur un espace mesurable.
2. Existe-t-il une mesure u sur un espace mesurable (X,.4) telle que

{n(A), A€ A} ={0,1,3}?

Justifier votre réponse.

1. Enoncer le lemme de Fatou. Puis calculer, en utilisant le lemme de Fatou, lim —dux.
n—+oc Jo Nz +1

1
ne ¥

2. Enoncer le théorime de la convergence monotone de Beppo-Levi. Puis caleuler, en utilisant

lx.

"

400

le théoréme de la convergence monotone de Beppo-Levi, lim ——=
n—+oc f, 1 4 gnt3

3. Enoncer le théoréme de la convergence dominée, Puis calculer en utilisant, le théoréme de la

+ 0 "
convergence dominée, lim —dr.
n—++oc [y 1+ pnt3

K

(MWW G
o f. déduire que f,, est contime. e
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que pour tout n € N*, la fonction w,, ainsi définie est continue sur K.
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2. On suppose que pour tout n € N*, f, est mesurable. Montrer que f = limy 5400 fn puis
déduire que f est mesurable.
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Exercice 1(7 points)

Une entreprise de mécanique fabrique, dans son usine, 3 types de piéce a, b, ¢ dans 3 ateliers : usinage,
montage, finition. Le tablean ci-dessous résume.

nombre d'heures machines Prix de
nécessaire pour fabriquer | vente de la
une piéce picce
usinage | montage | finition
piéce a 0.10 0.15 0.15 35.50
piéce b 0.20 0.15 0.25 51.50
piéce ¢ 0.40 0.45 0.15 92.50
r-uu’lE variable 60 80 50
de I'heure
Capacité
de l'atelier 2000 2400 2400
( en heure/mois)

Déterminer le programme de fabrication permettant a I'usine d’obtenir un bénéfice maximum (on suppose
que la totalite des charges variables sont reparties par I'intermediaire des trois conties d*analyse).

Exercice 2(5 points)

Soit A€ Sp(R). b e R"f On considére le programme linéaire (P) suivant, dit symétrique.

max Z(x) = (b, x)
Axr <b
x>0

Montrer que si le systéme linéaire Ar = b admet une solution T > 0, cette solution est optimale pour

(P)

Exercice 3(8 points)
On considére le programme linéaire suivant :

min Z = 3z + daq + by
T+ 2.!'."3 + 3.1‘-’:; 2 5
214+ 22941326

’ A o clu a.QQ Ty, Ta, xy = (), ) 0 e L
1!1&%:% 1090 e ( : " —ebr.
1) Reerselie co PR HTITIC TTTCAITT :

(282648 2) En utilisant la correspondance duale & optimum, déduire de 1) une solution optimale du dual de ce
ol o i Love programme que 'on donnera.
gﬂ,v( l’,vh, b pqa* A GV M

fa u&«p Uhmu ad ‘1—
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Licence 3 Maths ECUE: Analyse Numérique

EXAMEN : Iere session

DUREE:2H
Exercice 1 (13 points).
Soit les systemes linéaires
dr, + 3z, + 315 = 10 4z, +12+13 = 6
(S1):{ 3 +4r2+323 = 10 et (S):{ m+dnp+ry = 6
3ry 4+ 3x+4xy = 10 nt+r+dxr; = 6

1. Donner la décomposinion LU de la matrice associée a (Sy) puis résoudre (Sy) en
utilisant la factorisarion LU.

2. Résoudre par la méthode de Cholesky le systeme (S;)

Rappeler une condition suffisante de convergence pour les méthodes de Jucobi et
de Gauss-Seidel. Les systemes (S)) et (S,) vérifient-ils ces conditions ?

Ecrire les méthodes de Jacobi et de Gauss-Seidel pour ces dewx systémes linéaires.

On illustrera les résultats théoriques de convergence/non-convergence de ces deux

schémas en prenant comme point de départ le vecteur (7). 75, 13) = (0.0.0) et en
calculant les 3 premiers itérés :

(a) avec la méthode de Jacobi pour le systéme (S,),

(b) avec la méthode de GAUSS-SEIDEL pour le systeme (S)),
(c) avec la méthode de JACOBI pour le systeme (S;),

(d) avec la méthode de GAUSS-SEIDEL pour le systeme (S, ).

6. On comparera le résultat obtenu avec la solution exacte (qu’on calculera a I'aide
de la méthode d’élimination de GAUSS).

Exercice 2 (7 points).
Soit I'équation différentielle a condition initiale y'(t) = ylt) +tery0) =1

1. Approcher la solution de cette équation en t = 1 a I'aide de la méthode d’Euler
explcite en subdivisant I'intervalle de travail en 3 parties égales. Comparer a la
solution exacte.

2. Approcher la solution de cette équation en t = 1 a I'aide de la méthode d’Euler
implcite en subdivisant I'intervalle de travail en 3 parties égales. Comparer a la
solution exacte.

3. Approcher la solution de cette équation en | = | a I'aide de la méthode de Runge
Kunta d'odre 2 en subdivisant Uintervalle de travail en 3 parties égales. Comparer
a la solution exacte.

4. Approcher la solution de cette équation en t = | a 'aide de la méthode de Runge
Kunta d'odre 4 en subdivisant l'intervalle de travail en 3 parties égales. Comparer
a la solution exacte.
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Exercice 1
Le jeu de donnees "Boston™ contient des imformations sur

Nons disposons des variables siivantes

506 quartiers de la ville de Boston et alentours

" 23N o wnlerir M . 3
e "medv" : valeur médiane des prix des maisons (en dizaines de milliers de dollars) ;

" . ‘%
rm" - nombre moyen de pieces |

L n - 2 t
e "age" : proportion de maisons construites avant 1940 .
Mekat" - ' - 4
e "lstat" . proportion de meénages ayant un niveat de vie pen élevé |

" = . e
e "crum" : taux de criminalite |

" " ey . § . . '
e "chas" : proxmmtc de 1a riviere Charles (modalité "1" si le quartier est an bord de la nviere, modahite "0"

smon).

La matrice des corrélations entre toutes les variables quantitatives du jeu de données cst la suavante

medv rm age 1stat crim
medv  1.00 0.70 -0.38 -0.74 -0.39
rm 0.70 1.00 -0.24 -0.61 -0.22
age -0.38 -0.24 1.00 0.60 0.35
1stat -0.74 -0.61 0.60 1.00 0.46
crim -0.39 -0.22 0.35 0.46 1.00

1°) Interpréter la matnce des corrélations.
1égression multiple expliquant
sultat est le suivant -

29} On lance lajustement du modéle de Je prix médian des maisons par

les variables quantitatives disponibles. Le vé

lm(formula = medv ~ rm + age * 1stat + crim)

Residuals:
Min 10 Median 3Q Max

.18.105 -3.501 -1.143 1.968 28.180

|Coefficients:
Estimate Std. Error t value pr(>ith)

H(Intercept) -2.34910 3.17079 -0.741 0.45913
5.11625 0.45083 11.349 < 2e-16 ***

rm

\age 7 0.01116 1.129 77

1stat 0.61258  0.05642 -10.857 < 2e-16 ¥ix
crim 010630  0.03216 -3.308 0.00101 =

5!_!0_1!!1

|
nSIgnif. codes: O sesa? 0,001 ?ss’? 0.01 '+’ 0.0
d error: 5.488 on 501 degrees of freedom

0.6468,Adjusted R-squared: 0.6439
p-value: < 2.2e-16

|
Residual standar

Multiple R-squared:
|F-gtatastic: 229.3 on 4 and 501 DF,

toutes

g g -

— =

P - — ——dlh —

—— - PP - = e

P —




2.a) Donner le modéle de régression ainsi que ses hypotheses.

-

. » ) b ]
2.b) Que vant le coeflicient estimé

2.¢) Donner une estimation de la vaniance de 'erreur @ ,
11 M res Dare ¥ z 111 » B
2.d) Rappeler la statistique de test et tester la nullité des paramétres séparément au seuil de 5 %

27

; . Ay T st y 5
2.e) Rappeler la statistique de test et tester la nullité simultanée des paramétres au seuil de 5 %

i | "ag ble elance 'estimation et on obtient le résultat suiva
3°) On décide de retirer la variable "age” du modéle, on relance I'estimation et o1 : :

Im(formula = medv ~ rm + lstat + crim)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-17.925 -3.566 -1.157 1.906 29.024

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)

(Intercept) -2.56225  3.16602 -0.809 0.41873

rm 5.21695 0.44203 11.802 < 2e-16 **x
lstat -0.57849 0.04767 -12.135 < 2e-16 ¥xx
crim -0.10294 0.03202 -3.215 0.00139 *«

Signif. codes: 0 ’#*** 0.001 ’**’ 0,01 '+’ 0.05 .’ 0.1 * 7 1|

Residual standard error: 5.49 on 502 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.6459,Adjusted R-squared: 0.6437
F-statistic: 305.2 on 3 and 502 DF, p-value: < 2.2e-16

3.a) Comparer le R? de ce nouveau modele et le R? du modéle precedent ?

3.b) En se basant sur le critére du R? ajusté, ce nouveau modéle est-il moins pertinent que le précédent ?

3.¢) Que nous indique le résultat du test de Fisher global présenté dans la sortie ?

3.d) Par rapport au contexte de 1'exercice, comment interpréter le fait que le coefficient associé a la variable
"rm" soit positif ? Inversement. comment interpréter le fait que les coefficients associés aux variables "Istat" et

"erim” soient négatifs ?

Exercice 2
17) Nous considérons le modéle de régression linéaire

Y =XB+e¢

on Y € B". X est une matrice de taille n x p de rang P, BER? et £ ~ N(0,0°1)
La) Quappelle-t-on estimateur des moindres carrés 4 de 3 ? Rappeler sa formmle,
1.b) Quelle est interprétation géométrique de ¥ = X3 (faites un dessin) 7
1.c) Rappeler espérances et matrices de covariance de 3.Y et £
27) Nous considérous dorénavant un modéle avee 4 variablos explicatives (la premicre variable étant

la constante). Nous avons observe:

100 20 0 0 ~60

v |20 20 0 0 ik 20 T
XX = 0 0 10 0| XY= o |+ YY=159
0 0 0 1 |

2.a) Estimer 3 ct o?

2.b) Donner un estimateur de la variance de 3

2.¢) Donner un intervalle de confiance pour 4. an nivean 95%

2.d) Calculer un intervalle de prévision de g, an nivean 95% connaissant Tni1 2 =3 Lns13 =05 ot

Tns14 =2
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BON COURAGE !

Table de la Loi de Student & v degrés de iberte

[T 0000 T 0500 0300 0200 | 0,100 | 0,050 [omo T o0 | oo

110584 | 10000 | 1,9626 | 3.0777 | 63138 | 12,7062 | 318205 63,0507 | 636,6193
2 10,1421 | 08165 20200 | 43027 | 69640 | 90,9248 | 31,5001
3 | 0,1366 | 0.7640 03534 | 31824 | 45407 | 58400 | 129210
1 101338 ] 07407 21318 | 27764 | 37469 | 1.6041 | 86103
5 1013221 0,7267 20150 | 25706 | 3,549 | 4.0321 6, 8688
6 | 0131107176 10432 | 24400 | 3,1427 | 37074 | 59588
7 10,1303 | 07111 1,806 | 23646

2 0080
2 8065
28214
27638
27181
26310
26503
26245
26025
25835
25660
2551
2,5305
25280

34005 | 54070
33551 | 50413
32108 | 47200
3,1603 | 4,5800

31058 | 44370
3.0545 | 43178
30123 | 42208
20768 | 4.1405
20467
20208
2 8082
28784
28600
28153

0,1207
0,1203
01289
0,1236
01283
0,1281
01220
01278
01277
0,1276
0,127

01274
01273

15605
1.8331
18125
1,7059
1,7823
06038 1,700
0,602 1,7013
06012 1,7531
0,6001 X 1,7459
06302 | 1, y 1,7306
0,684 1,731
06570 1,701
0.6s70 LTuT

22022

22281

22010
21788
21604
21448
21314
21109
2,1008
21008
20030
20860

0,1272 | 0,6364 1.7207 | 20790 | 25170 28314 | 38103
01271 | 06358 17171 | 20730 | 25083 | 2¥18S 370

01m
0,170
0.1260
01209

06353 1,71139
06848 1.7109
06844 | 1,068 1,7081
06540 1.7056

20087
20630
20505
20555

24000
24022
24851
2ATRG

28073
27069
2TRTA
27T

01268 | 06337 17093 | 20518 | 24727 | 27707 1,6806
01263 | 0,63 17011 | 20484 | 24671 27633 | 36730
01265 | 0.6830 16001 | 20152 | 24620 27504 | 3.6504
0.1267 | 06828 16073 | 20423 | 24573 27500 | 3.6160
0.1265 | 0.6s07 1.6%30 | 20211 | 24233 | 27045 1.5510
0,1202 | 06786 16706 | 2,0003 | 2,3901 20603 | 3.4602
01261 | 06776 | 1, 10641 | 10001 | 23730 26387 | 34163

190 | 0.1250 | 06765 | 1.0400 | 1 OR86 | 1,6577 | 19700 23578 | 26174 | 33735

[ 7 10157 | 064 | 1064 [TRI6] TOI0 ] 10600 | 23260 | 25758 | 3.2005 |




) TS y hbe h _ .U-
Table de la Lot de Fisher-Snedecor & (g, v2) degres de liberté (a =0 D)

1 5 0 5—1_0 15 20 30 ’

1 1 2 k) ’
= 1] 161 | 200 | 216 225 | 230 | 234 230 | 242 | 246 248 25(: 254
9| 185|190 192|102 193 193] 104 | 194 It.l:-l _19.4 195 | 19,5
3| 10,1 | 965 | 0.28 012|001 | 80 885 | 870 [ B70 8166 P%.(_i‘f.’ 8,53
1| 7m |69 | 659 6,39 | 626 | 610 604 | 506 | 586 580 | 5,75 | 563
5| 6.61] 570 |54l |5 10| 505 | 4,95 1.82 | 4,71 | 162 156 | 1.50 | 436
6|5 504 | 476 | 453 130 | 428 | L15 406 | 301 | 387 381 | 3,67
7| 550 AT | 435 412 307 | 387 373 | 364 | 351 | 3. 338 | 323
§ | 532 446 | 407 381 | 369 | 3,58 344 | 335 [ 322|315 308 [ 293
9512|426 | 386 363 | 348 | 337|323 304 | 301|294 | 2 X6 | 271
10 | 4.00 | 4,10 | 3.791 348 | 333 | 322 | 3,07 208 | 285 | 277 2,70 | 2,54

1| 481 | 398 | 3,50 | 3.36 390 [ 3.00 | 295 | 285 272 | 2,65 | 2,57 | 240
12| 475|380 |349 | 326 311 | 3,00 | 2,85 | 2,75 2062 | 254 | 247 | 2,30
13| 467 | 381 | 341 | 318] 303 2m | 277 | 267 | 2,53 246 | 238 | 2.21
14] 460! 374830311296 085 | 270 | 2,60 | 2,46 2730|231 | 213
15 ] 454 ] 368|320 306 | 28 261 | 251|240 | 233 2,95 | 207
16 440 | 363 | 324 301 | 285 | 2,74 950 | 240 | 235 | 228 | 2,19 2,01
255 | 245 | 231 [ 223 | 215 1,06

2
e

i7 | 445 | 350 | 320 | 206 | 281 | 270

18 | a1 | 355 | 306 | 203 | 277 | 206 | 251 | 241 | 227 | 219 | 211 | 1.92
10| 135 | 352 | 313 | 200 | 274 | 203 | 248 | 238 | 223 | 216 | 2,07 | 188
o0 | 435 | 340 [ 310 | 287 | 271 | 2,60 | 245 | 235 290 (212 2,04 [ 184
o0 | 130 | 3.4 | 305 | 280 | 266 | 255 | 240 | 2,30 | 215 | 207 | 1,98 [ 1.78
91 | 426 | 340 | 301 | 278 | 262 | 251 | 236 [ 225 [ 211 | 203 | 104 | 173
26 | 423 | 337 | 208 | 271 | 2550 | 2.7 | 232 | 222 | 207 | 190 | 1.90 | 1,69
ax | 400 | 334 | 205 | 271 | 250 | 2.45 | 2.29 | 2.10 | 204 | 196 | 1.87 | 165
| 417332 | 202 | 260 | 253 | 202 | 227 | 216 | 201 | 193 | 1.84 | 162
| 1os | 393 [ axe | 261 | 245 | 231 ] 208 | 208 | 192 | 181 | 174 | 151
0 | 103|318 | 270 256 | 240 | 220 [ 243 [ 208 | 187 [ 178 [ 1,60 [ 144
60 | 100 | 315 | 276 | 253 | 237 | 225 | 210 | 190 | 181 | 175 | 165 1.3
s0 | 296|311 | 272 | 249 | 233 | 221 | 2.06 | 195 | 1.79 [ 170 | 1,60 | 1.32
10013.94 200 | 270 | 2.46 | 231 | 210 | 203 | 108 | 177 | 168 | 157 | 128

[« [3s [ 300 | 2,60]2.37] 291 ] 210 [ 191 ] 183 | 167 | 1.5'.'| 146 | 1.[10]




Université Nice Cote d'Azur
Examen de probabilités

Date : 14704 /25
Durée : 3 heures

Instructions

Venillez lire chaque question attentivement.
Les exercices sont indépendants et peuvent #tre traités dans 'ordre que vous souhaitez.

= On rappelle que ¢

— X swit une loi uniforme sur [a b] si X a pour densité = =1, 4 (f). On note X ~ U([a.b)).

— X smit une loi exponentielle de paramétre A > 0 s1 X a pour densité £ 7{' “Mlg, . On note
X s E(A)

— X suit une loi binomiale de paramétre (n,p) sur {0, ., n} si P[X = k] = (})p*(1 —=p)" " On
note X ~ B(n,p). 2
A suit une loi Gaussienne de paramétre (m. o) si X a pour densité t — ;7'-2-; exp( -|;; )
Ou note X ~ N(n,m).

Exercice 1. Questions de cours

= T =, B SR .

. Donner la définition d'une mesure positive.
. Enoncer le théoréme de convergence dominée.
. Donner la déhmition d une tribu produit.

~ - N - s s
- Enoncer le théoréme de Fubini-Lebesgue.
. Donner la définition de 1a loi d'une varinble aléatoire.

- Répondre par Vrai ou Faux aux questions suivantes (sans donner de justifications)

(a) Pour toute variable aléatoire réelle X, on a VaR(X) = E[X?} - E[X]?

(b) Powr toute variable aléatoire X, positive of jutégrable, et tout a > 0, PIX < \] < ﬂ;l

(c) Si X et Y sont des variables aléatoires indépendantes, alors X + Y a pour loi Px « Py.

(d) Si Xysevey? X, sont des variables aléatoires de densité respectives py, ..., pn. alors (Xp...... i)
a pour densité [, p,.

Exercice 2. Calculs de lois

2

oy

Soient X ~ £(A) pour A > 0. et Y ~ £(1). Montrer que X et Y/ suivent la méme loi
Soit X ~ B(2n,1/2). Déterminer P(|X — n| = k) pour tout k € Z.

Soient [7 de loi uniforme sur [0, 1] et X de loi exponentielle de paramétre 1 deux variables aléatoires
réelles indépendantes. Calenler P(sup(U/, X) < t) dans les 3 cas suivants : # <0, 1 € [0,1], t > L

_ Soit (X.Y) une variable aléatoire a valeurs dans ®? de densité (r,y) = w—‘;m Caleuler

la loi de X.

Soient [ suivant une loi exponentielle de paramétre 1 et V' suivant une loi uniforme sur [0.1]. On
suppose U et V' indépendantes.

(a) Calculer la densité du couple (X.Y) = (VU cos(27V), VU sin(27V)).

(b) Montrer que X et ¥ sont indépendantes.

P



Exercice 3, Quelques applications de Fubini
1. Soit X une variable nléatoire réelle positive. Montrer que E[X] = [TFP(X > n)ar

=0
2 Solent X et V' deux variables aléatoires indépendantes suivant des lois exponentielles de paramétres
respectifs A et j. Déterminer P(X >Y)

Exﬂrci.n‘ 4. Vecteur aléatoire et marginales Soit (X, Y) un conple de varinbles aléatoires A valenrs
dans R? dont 1a Joj a pour densite

I
Jixvy(x,p) = T+ o licy yes

Déterminer la loi de X ‘
Caleuler E[X 1y /9).

Caleuler |5 H- ]

Caleuler E[XY].

Calculer P(X < Y) Le résultat est-il surprenant ?

Les va X et Y sont-elles indépendantes ?

BN =

e

=

Exercice 5. Retour sur Borel-Cantell
Soit (2 F P) un espace mesuré. Soient Ay, A,...€ F.OnposeVYneN, B, = U&_)n Ay, On remarque
que pour tout n, B, € B,. On note C = -
(a) Montrer que si 37 P(A,) < +oc alors B(C') = 0.
(b) On suppose désormais que Ym0 PlAL) = +00 et que les A, sont indépendants (et donc les A5
sont aussi indépendants).
1. Montrer que powr tons ¢.n tels que n < ¢, B, C ﬂ“gsq AL
ii. Montrer que pour tous g, n tels que n < q. P(B)) < Husliu P(AL).

iii. En ntilisant I'inégalité Vo € [0, 1],(1 = &) < ¢~ ", montrer que ponr tons ¢, n tels que n < q,

P(B)) <exp - 3 P(A))

n<k<q

iv. Montrer que pour tout n € N, P(BS) = 0.
v. Montrer que B(C) = 1.

Exercice 6. Ruine du joueur

Soit N > 2 et p €]0,1]. Ou pose g = 1 — p. Un jonewr qui dispose d'une somme de k curos. avee
k€ [0,N]. joue & un jeu de pile ou face avee les régles suivantes. Il lance successivement une piece de
monnaic. A chaque lancer, avec probabilité p, la pidee tombe sur pile et le jouenr gagne 1 euro: et avee
probabilité g. la piéce tombe sur face et le joneur perd 1 euro. Les lancers sont indépendants les uns_d.es
aulres el le jeu s'arréte lorsque le joueur posséde N enros ou lorsqu'il est ruiné. On note py la probabilité
que le joueur d'étre ruiné s'il posséde la somme de k euros au départ.

1. Détenuiner py, py
2. Démontrer que pour tout k€ {1,...,N -1}, ona

Pk = PPr+1 + GPA- -

3. En déduire la valeur de p, pour k € {0,...,N}.

o



Université des Lagunes

Mention : Mathématiques appliquées
Niveau : Licence 3

UE : Probabilité Avancée

Année Académique : 2024/2025

Devoir
Durée : 1H30

Exercice 1
Soient A et B deux variables aléatoires réelles indépendantes de loi uniforme % ((0,1]). Quelle
est la probabilité que le polynéme X* — 2AX + B ait :

1. deux racines réelles distinctes,

2. deux racines complexes et non réelles,

3. wune racine double.

Exercice 2
- . 2
Soit (Uy)n une suite indépendante de v.a.r. de loi normale centrée et de variance o= > 0. Pour

tout 0 € R, on définit la suite (Xi)n par la relation de récurrence X, = 0Xp-1 + Uy,
pour toutn = 1, avec Xp = 0.

1. Déterminer pour tout n €N, la loi de la v.a.r. X.

2. Etudier la convergence en loi de la suite de v.a.r. (X)n.

Exercice 3

SoientX etY deux variables aléatoires réelles indépendantes et identiquement distribuées sui-
. : , : ; " _ 1

vant la loi de Pareto de paramatre 2 c'est-a-dire qui possede la densité p(x) = 3 lx>11- On

pose

In(Y) )
In(X)
1. Quelle est la loi du couple (Z,W) ? Les variables Z et W sont-elles indépendantes?

(Z.W) = (ln[X),l +

2. QuelleestlaloideW ?
3. QuelleestlaloideZ?




UFR Sciences et techniques

Année Universitalre : 2024-2025

TD N°2- MESUREET INTEGRATION

Fonctions mesurables - Intégration

Consignes
es étudiants.

Les exercices doivent étre préparés et résolus par |

n une famille de mesures sur un espace mesurable (X, T). Montrer que
\ (

(EXERCICE 1) Soit (ptn)ne

+00 w{\- -‘.)‘ ( ‘L 5 \ iVl
Y jin est une mesure sur (X, 7). e e P Tnp
n=0 [ .-.‘ Ko e | ‘ 9 ¢ l"lf.'-, - __'- i ) 2
ol i { -— v -
v I.ﬂ- i '-1 n

Ja mesure de Dirac en a sur (R, B(R)).

(EXERCICE 2) Pour a € R, on note
e mesure sur ((R, B(R)). Calculer

1. Soit u; = %61 e 4162 + %63. Justifier que p est un
3
M1 ([0 §J) Montrer que j; est une probabilité sur (R, B(R)).

k})

+oc

2 Soit H2 = Z
n=1
pour tout k > 1. En déduire pa2(N).
400 4 . . 1
Z 5571_ Justifier que pz3 est une mesure sur ((R, B(R)). Calculer 3 ([5 2 )

n=1

Calculer j3(R).

2—3,;5':. Justifier que 2 est une mesure sur ((R, B(R)). Calculer py ({1,2,--

3. Soit uz =

- R DT A

e mesurable et A € Q. Montrer que la fonction caractéristique 14

(EXERCICE 3) Soit (£, A) un espac

de A est mesurable si et seulement si A € Al

p S,

(EXERCICE 4_] Soit (€2, A) un espace mesurable et f:8> R une application. On définit pour tout
entier non nul n la fonction f, par

flz) si |f(z)|<n
fax)=4 n si flz) >n
-1 si  f(z) < —n.

Montrer que f est mesurable si et seulement si pour tout n € N*, fn est mesurable.

@(ERCICE 5) Soit (X, 7) un espace mesurable.
1. Soit f: X —+ R mesurable, montrer que |f| est mesurable.

2. En supposant que 7 # P(X), montrer que la réciproque est fausse.

- TD N°2 - MESURE ET INTEGRATION - page 1



(EXERCICE 6) On considére la famille 7 formée des/pastied A de Z vérifistit la propriété -
VneN', 2ZneAe2n+ 1€ A

1. Montrer que 7 est une tribu sur Z contenue strictement dans P(Z). %
2. Moutrer que l'applicalion @2~ Z définie par p(n) =n+ 2 pour tout n € 4, est
bijectice, (T, T)-mesurable et ¢! n'est pas (T, T)-mesurable.

(EXERCICE 7)

1. Quelles sont les applications mesurables i de (X, A) dans (R, B(R)) lorsque A est la tribu
grossiére 7 lorsque A est la tribu triviale?

2. Soient f et g des fonctions de (X,.A) dans (R, B(R)). Montrer que les fonctions max(f, g)
et min(f, g) sont aussi (A, B(R))-mesurable.

(EXERCICE 8) Soit f: R —» R définie pour tout € R par : f(z) =5 1_12/(z) = 2- 1} 4(2).
1. La fonction f est-elle étagée ? Si oui, trouver une représentation canonique de §i

2. Décrire explicitement I'ensemble {z € R | f(z) < 4}.

(EXERCICE 9) Soit (fu)nen une suite décroissante de fonctions mesurables et positives sur un espace
mesuré (X, A, pt), qui converge simplement vers une fonction f. On suppose qu'il existe ng tel

que / frodp < +00.
X
Montrer que lim / f,,d,u:] fd,uetque/ fadp < +00.
n—+00 J x X x

Peut-on supprimer ’hypothése ./x fnedpt < + 007 Si non donner un contre exemple.
A

(EXERCICE 10 ) Soit (N, P(N), m) I'espace mesuré, ot m est la mesure de * dénombrement sur N définie
par m(A) = card(A) pour toute partie A de N. Soit f : N — R, une application. Montrer

que f est mesurable puis expliciter la valeur de Lfdm.

(EXERCICE 11) Soit (£, A, 1) un espace mesuré, (fn)n une suite de fonctions p-intégrables de Q dans
R convergeant simplement vers une fonction f : {2 = R p-intégrable. Démontrer que

im_ [ (faldu= [ 1fidn & tim [ 1fu - fldu=0

n—+0o0 n—s+400

f (EXERCICE 12] Sur l'espace mesuré (R, B(R), ), ou B(R) est la tribu borélienne et A la mesure de

: ! 1
Lebesgue sur R, on considére la suite de fonctions f, = =1/, - l]{_ﬂ 0 -
n n h

a) Montrer que la suite de fonctions ( f,,), converge vers une fonction f que 'on déterminera.
b) Montrer que f et chaque f, sont intégrables.
¢) Les égalités suivantes sont-elles vraies ?

Jim [ uix= [ g i [ gaa= [ iflan s [ (- slaa=o.

On remarquera qfe dans cette question, pour chacune des fonctions g considérées, on a f gd\ = f g(x)dx.)
R R

= TD N°2 - MESURE ET INTEGRATION - page 2




XERCICE 13) Pour chaque n €/Nyim considéte Inifonctiob f, : [0, +00(— R définie par

-z )

! ne
fﬂ(z')_ l+nr! V.TE[O.-Q—OC[.

+00
Caleulerlim ]0 ¥

’XERCICE 14)
Pour chaque n € N*, on considere la fonction f, : [0,1] = R définie par

sin (f) ., Vzelo1].
n

Jnlz) = 1 :::2

1
Calculer “Elj_lm j‘; fa(z)dz. (

EXERCICE 15) Pour chaque n € N*, on considére la fonction f;, :J0, +00[— R définie par

1 — cos"(x)

@)= = Yz €0, +0ol.

400
Calculer lim f fn(z)dx.
n—+a0 Jo

EXERCICE 16 ] Pour chaque n € N¥, on considére la fonction J :]0, +00[— R définie par

sin(z) z/"

—Iz—m. Yr E]U. +CXJ[

falz) =

1. Montrer pour tout n > 1, la fonction f, est intégrable sur |0, +00[.
. i ; o : +2¢ sin(x)

2. Montrer que hri:n fu(x)dz existe et 'exprimer en fonction de S = p

n—+0 J) 1

dx.

1
3. Montrer que liJ_{l f fn(z)dz = +00. Expliquer pourquoi le théoréeme de la convergence
n—++00 0

dominée ne s'applique pas.
o Y,
4) . Aoumb) 29 ¢ 4
7t Apn”® )t
P Al
. ( e e x ')t m n " e ./—r— 2T 9
) n L0¢ Ylcloow . — °c X - 4
\/QEJ/‘/_//’ }(L ~1 + I e P 4-'3
2n
™ L r\ T : - { . ’
- g r\t‘,[u"l_CL, l) [ UF‘A L . NG -T'lﬂ '0),
S o Nene ; ) .
ExO 44 P o w\i,(jcxz_.ﬂx‘(/
e e ——— ’ ) i
z/ ' ¥ ("‘L.“(\Z] 2 —
e | (N ¥e \ Ve --_-_-2. d-_—_-”f'/\h
2l v T K 1A
‘\ '.
QL_’E_’EL = Cuend
QSR e P
¢t ~Aatrn™ nlt
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UNIVERSITE DES LAGUNES Durée : 2 h 00 mn
Année 2023-2024

Licence 2 : Sciences et Technologie
Examen - Session 1

Topologie - Calcul différentiel dans R”

Exercice 1
Soit E' =]0; +oc[. On définit sur E x E I'application d par

d(r, y) = [In(x) —In(y)|.
1. Montrer que d est une distance sur E.

. . A 1 1
2. Déterminer la boule fermée de centre r = 3 et de rayon r = 5%

Exercice 2
On considere Ia fonetion f définie par f(r, y) = 2y In(z? + y?).
1. Montrer que pour tout (r, y) € R? on a

I
lry| < 5(-1‘2 + 7).

2. Déterminer 'ensemble de définition de f.

3. La fonction f est-elle prolongeable par continuité an point (0. 0)? (Justifier votre
réponse.)

Exercice 3
On définit la fonction f : R? = R par

B Iiy+3_.y2

flz,y) = = si (z,y) # (0,0) et f(0,0)=0.

1. Etudier la continuité de f au point (0. 0).
2. Etudier I'existence des dérivées partielles premieres de f au point (0, 0).
3. Etudier la différentiabilité de f an point (0, 0).

Exercice 4
On consideére la fonction f définie sur R? & valeurs réelles par

(z. y) lJ" lf'l
B =IYy— - —-y .
f(z, y)=zy—- 32" = 7y

1. Déterminer les points critiques de f.

2. Donner la nature de chaque point critique de f.




UNIVERSITE DES LAGUNES
Année 2024-2025 Durde :

2 h 30 mn

Licence 3 : Sciences et Technologie
Devoir de Topologie

La clarté de la rédaction sera prise en compte dans 'appréciation des copies.

Exercice 1 (4 points)
Soit X un ensemble non vide et 7 un ensenible de parties de X,

L. Rappeler les axiomes qui font de 7 une topologic sur X.

2. On suppose a présent que X = 7Z. 'ensemble des entiers relatifs ot

T=1{0, {1, 2}, {1, 2, 3}.{2, 3, —4}.{1. 2, 3, —4}. Z}.
Est-ce que (Z. T) est un espace topologique ? (Justifier votre répouse.)
Exercice 2 (7 points)
Soit (X, d) un espace métrique.
1. Prouver que les assertions suivantes sont équivalentes
(a) Toute partie de X est A la fois ouverte et fermdée.
(b) Toute partie de X est ouverte.

(e) Toute partue de X est fermée.

(d) Tout singleton de X est ouvert.
Si I'une des assertions ci-dessus est vérifides, 'espace métrique (X, d) est dit

discrer.
2. On suppose que pour tout (&, y) € X :
dix.y)=0six=yetd(a. y)=1six#y.
(a) Montrer que d est une distance sur .\X.
(h) Soient r > 0 et r € X. Déterminer, avee précision, la houle ouverte de centre & et
de ravon r.
(¢) Montrer que (X, d) est discret.
Exercice 3 (5 points)
Soient X et Y deux espaces topologiques séparés et g : X — Y une bijection continue.
1. Soit (r,)n0 une suite d'éléments de X qui converge vers r € X.
Montrer que 'ensemble
C={x, : ne N}u{r}
est un compact de X,
2. Montrer que si X est compact alors g est un homéomorphisie.
Exercice 4 (4 points) )
Soit (X. O) un espace topologique . Soient A une partie connexe de X. A I'adhérence de A ef
B une partie de X.
1. Montrer que A C B C A implique 3 conmexe.

2. En déduire que A est connexe.



UNIVERSITE DES LAGUNES
Année 2024-2025 Durée : 1 h 30 mn |
B

Licence 3 : Sciences et Technologie
Devoir d’ Analyse 3

La clarté de la rédaction sera prise en compte dans I'appréciation des copies.

Exercice 1 (6 points)
On définit la suite de fonctions (f,),en sur R par f,(r) = (/22 + L.

L. Déterminer la limite simple f de (f,)nen -

L2

- La convergence de (f,)nen vers f est-elle uniforme sur [0, 1]?
3. Les fonctions f, sont-elles de classe C' sur R ?

4. La fonction [ est-elle de classe C' sur R ?

Exercice 2 (6 points)

Calculcr[_/ flx, y)drdy, ot
D

1

A 312.

D={(z,y) €R? : 22 +1*> —2x <0} et f(x, y) =

Exercice 3 (8 points)
On considere la fonction g définie par

1
glr.y) = m sir>0etg(r)=0six<0.

Sans faire mention des intégrales de Bertrand, montrer que :
1. g€ L'(R); -

2. pour tout p €]1, +0c[, g n’appartient pas a LP(R).

J E.‘) / .

)v/r)ff%/?”j)

:

Y
o,



UNIVERSITE DES LAGUNES
Année 2024-2025 Durée : 1 h 30 mn |
B

Licence 3 : Sciences et Technologie
Devoir d’ Analyse 3

La clarté de la rédaction sera prise en compte dans I'appréciation des copies.

Exercice 1 (6 points)
On définit la suite de fonctions (f,),en sur R par f,(r) = (/22 + L.

L. Déterminer la limite simple f de (f,)nen -

L2

- La convergence de (f,)nen vers f est-elle uniforme sur [0, 1]?
3. Les fonctions f, sont-elles de classe C' sur R ?

4. La fonction [ est-elle de classe C' sur R ?

Exercice 2 (6 points)

Calculcr[_/ flx, y)drdy, ot
D

1

A 312.

D={(z,y) €R? : 22 +1*> —2x <0} et f(x, y) =

Exercice 3 (8 points)
On considere la fonction g définie par

1
glr.y) = m sir>0etg(r)=0six<0.

Sans faire mention des intégrales de Bertrand, montrer que :
1. g€ L'(R); -

2. pour tout p €]1, +0c[, g n’appartient pas a LP(R).

J E.‘) / .

)v/r)ff%/?”j)

:

Y
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UNIVERSITE DES LAGUNES ANNEE 2023-2024
Licence 2

Faculté de Sciences et Technologie
Programmation Linéaire 1

| Examen : Durée 02h —l

Exercice 1 (0 Tpoints)
Les questions sont indépendantes.

1) Quelles sont les étapes de la modélisation en programmation linéaire ?
2) Quelle est I'utilité des variables d'écarts cn programmation linéaire ?
3) Quand dit on qu’un programme linéaire est
rapport a un base ?

1) Citer deux méthodes de resolution d'un programme linéaire.

5) On considere le probleme linéaire suivant

sous forme canonique par

Min Z = 22 - 3,
) — Iy S 5
PL
( ) -1‘2 S 5

1'1 " .3'2. J‘_| 2 “
a) Donner toutes les bases possibles de (PL).
b) Déterminer les bases de (PL) qui sont réalisables et dégénéré.
¢) Donner une base réalisable optimale de (PL).
Exercice 3 (06 points)
On donne le programme linéaire suivant :

MinZ = 2x, + 3x,

21‘1 + 3‘1"-_3 < 30
(P) { 24215 > 10

I —~2220

ry.ry 20

1) Ecrire le programme dual (D) de ce prgramme linéaire (P)

2) X* = (1,6)" est-clle une solution optimale de (P)?

3) Resoudre le programme dual (D) obtenu en 1) et déduire une solution
optimale du programme linéaire (P).

Tournez la page S.V.P. oK



fonrcice 3( 07 points)

I\_I)ll.‘i. souhaitons établir un horaire quotidien, sachant que chaque jour est
rhlvlsc en périodes et en supposant que nous avons pu estimer un ‘nombre
minimnm d'employés devant étre alfecté durant chague période. Chague jour
est divisé en quarts de travail de 8 henres. Plusieurs quarts partagent unc
méme période, mais chaque quart exige un salaire particulier. Les données
du probléme horaire du personnel sont données dans la table suivant -

Période | Quart 1 | Quart 2 | Quart 3 | Quart 4 | Quart 5 | Minimum employés
-1 b-% X 18
2 |310 X X 79
2 [ 10-12 X X 0
L [ 12-14 X X X 87
g | 14-16 X X 64
&1 16-18 X X 73
#| 1820 X X 82
g | 20-22 X 13
3| 22-24 X X 52
A0 0-6 X 15

| Salaire 190 160 175 180 195 |

\Modéliser sans resoudre le probleme en programmation lincaire permettant
Jde savoir combien d’employés doit-on affecter 4 chaque quart de travail
de facon A minimiscer le total des salaires versés, en respectant le nombre
minimum d'employés pour chaque période

2
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| Examen : Durée 02h —l
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¢) Donner une base réalisable optimale de (PL).
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ry.ry 20
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Tournez la page S.V.P. oK
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Unaversité des Lagunes /Année 2023 - 2024/ (—\

o
Licence 2 Maths Apphiquees
: o
Durce 1 h 40 mn .
© o,
Examen - Algebre linéaire - Session 1 v
NB: la clarté de la rédaction sera notée! (\
Les caleulatrices et les documents ne sont pas autorses. ’
Exercice 1 (8 points) @
Parmi les 5 propositions snivantes, lesquelles sont vraies on fansses 7 Justifiez les réponses e

par une preuve si vous estimez quune assertion est vraie et par un contre-exemple si vous
pensez que ¢'est faux. Notez qu'ancun point ne sera ac cordé sans justification meme en €as N’
de réponse correcte.

1. Toute matrice carrée d'ordre n > 2. i coefficients dans R, a au moins une valeur propre /—\:

- f r
reelle. c i
'
. s F 1 x w . : ) ) c.
2. Si deux matrices carrées d'ordre n, & coefficient dans un corps K. ont meme polyuumwr‘ (\Q,-\
caractéristique alors elles sont seml slables. i g! \

3 Soit u un endomorphisme d'un K-e-v E de dimension finie.  u est diagonalisable si \_/
¢t senlement st il existe un polynome annulateur de u, scindé ot ne possédant que des racines

simples. abic
) —
1. Si deux matrices carrées d'ordre n. a coefficient dans un corps K. ont meme polynome 7 pbd

caractéristique alors elles ont le méme déterminant.

s 5 | ‘”C&r@A

Exercice 2 (12 points) ~ - ___~

i— b ~—~ -
. ; ) !

On considere la matrice . N

n 11 N > oY

-
A=[101 . m

[ A

1140 (\)f’\) \ *; ) > Q)

. . . \ ~ \\-
1) Justifier sans caleuls que la matrice A est diagonalisable. ¢ s O

Os s

3 B T e ' s T = P )
2) Déterminer une matrice diagonale D et une matrice inversible P telles que D P TAP.

3) Application : trouver au moins une matrice B € M,(C) (a coeflicients event nellement /_\
.- . . -! o J
complexes) qui verifie 'éguation matricielle B* = A. /‘\

1) Soit n € N. Donner nne expression explicite de la mat rice A" C VDS e~
oS> Sl
J m
h (\ '

S S
o) T
" v
- /’——'\‘
g - r\!-'h [ )
A




Ministére de I'Enseignement Supérieur
Et de la Recherche Scientifique

Union-Discipline-Travail
Université des Lagunes

-

Faculté de Sciences et Technologie

République de Céte d’'Ivoire

Année universitaire 2023-2024

Examen de Comptabilité

(Semestre 3)
Enseignant : BEDA Arih Clotaire

Février 2024
Durée : 2h00 — documents non autorisés

PREMIERE PARTIE : QUESTIONS DE COURS

Marquez Vrai ou Faux avec le signe de votre choix

‘. Ne Affirmation ‘ V‘ F

| - = - [ ] |
1 | La dotation aux amortissements est une charge. i |
2 | Le solde du compte 28 créditeur s’enregistre au passif du bilan. _
3 | Aucune immobilisation ne peut avoir comme coit d’entrée une valeur nulle.
4 | L amortissement dérogatoire s’inscrit au passif du bilan, dans les capitaux propres.
5 | Lorsque I’amortissement fiscal est supérieur a I’amortissement comptable, I’entreprise

' constate une reprise d’amortissement dérogatoire.

6 | L’amortissement fiscal accéléré consiste a doubler I’'amortissement comptable du 1¢f
| exercice.

7 | L’amortissement par unité d’ceuvre ou de production peut conduire a la constatation d’une
dotation aux amortissements nulle sur un exercice.

| 8 | Lareprise d’amortissement est un produit de I’exercice.

"9 | Les modes d’amortissement dégressif ont pour objectif de permettre a I'entreprise de
i constater des charges moins importantes en début d’amortissement.

10 | La dotation aux amortissements dérogatoires est une charge ordinaire. |




DEUXIEME PARTIE : EXERCICE
Etat de rapprochement bancaire

A- ;f;;ﬁ:«:é de compte envoyé par la SGBCI 'i-_s_on_c_lvm_l_V()lRlA se présente comme suit au
DATE |OPERATIONS DEBIT | CREDIT
30/09/N | Solde a nouveau 240 700
08/10/N | Remise effet n°777 130 000
10/10/N | Votre remise de chéque sur SARR 87 000
12/10/N | Cheque n°125 18 500
18/10/N | Virement du client KODJO 32 000
20/10/N | Cheque n° 126 150 000
21/10/N | Virement du client BAH 99 000
30/10/N | Domiciliation COFRUITEL 145 000
31/10/N | Virement du client DIA 50 000
31/10/N | Solde créditeur 325000
l
l ]
B- Le compte SGBCI tenu par IVOIRIA se
présente comme suit au 31/10/N )
'DATE | OPERATIONS DEBIT CREDIT
[01/10/N | Solde a nouveau 240 700
|08/10/N | Remise de chéque 87 000
‘ 09/10/N | Négociation effet n°777 130 000
 10/10/N | Cheque n°125 18 700
18/10/N | Cheque n°126 150 000 |
! 24/10/N | Virement du client BAH 99 000 ~
i 29/10/N | Versement espéces 100 000
31/10N | Cheque n°127 47 000 \
| Solde débiteur 441 000
|l Total 656 700 656 700

TRAVAIL A FAIRE:

1- Présenter I'état de rapprochement bancaire

2- Passer les écritures de régularisation nécessaires au 31/10/N
NB: les montants du relevé bancaire sont exacts




MINISTERE DE L'ENSEIGNEMENT SUPERIEUR ET DE LA
RECHERCHE SCIENTIFIQUE

.................

Année Scolaire 2023-2024

0w EXAMEN LANGAGE C

Licence 2

Durée : 02H 00 — Semestre 3 — Session | : Mars

Exercice 1 (4 pts)
Ecrire un programme en C qui permet de saisir 10 entiers et qui permet de calculer Ia
difference entre la somme des éléments paires et la somme des éléments impaires
Exercice 2 (4 pts)
1- Ecrire une fonction en langage C inv(float x) qui calcul Inverse d’un nombre non nul
2- En déduire un programme principal qui exploite cette fonction pour résoudre le
probléme suivant :
- Données : un nombre entier positif n
- Résultat : le resultat de la suite harmonique :

yn 1
i=]1 1
Exercice 3 (4 pts)
Ecrire un programme en langage ¢ qui :
- Rempli un tableau de dimension 1 de 10 composante au clavier
- Trile le tableau (tri bulle)
- Affiche le tableau trie
Probléme : (8 pts)
On cherche a calculer la moyenne, la médiane et 'écart-type d'une série de valeurs stockées
dans un tableau de dimension 1.
Pour cela, on vous demande d'écrire un algorithme qui permet de
- Lire la dimension du vecteur tel que n < Nmax =50 ;
- Lire le vecteur V & éléments réels ;
- Calculer et Afficher la moyenne et 'ecart-type
- Calculer et Afficher la médiane ainsi que sa position dans V
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Faculté des sciences et tec hnologies Niveau : Licence 2
Devoir de statistique 2 Durée - 02h00

EXERCICE 1 :

Soient # > 0 un paramétre inconnu et X une variable aléatoire de densité f définie par

2 si0<r<d.

fiz)={ ¥
0 sinon.
1. Déterminer un estimateur 4, de # par la méthode des moments construit a partir d'un échan- ¢
tillon (X, ... X,,) de X. &
2. Etudier les propriétés de 6, (biais, consistance et efficacité). ¥
3. On pose T, = max(X,..... X,). !
(a) Déterminer la densité de probabilité de T,,. }:
(b) Etudier les propriétés de T, (biais et consistance). ;‘
(¢) Proposer un autre estimateur sans biais Z,, de 0. L'estimateur Z,, est-il consistant ? :
4. Lequel des deux estimateurs (l?,. ou Z,) choisiricz-vous pour estimer 67
EXERCICE 2 :
Un supermarché se fournit en oeufs chez un éleveur. Le directeur du supermarché s’'intéresse a
la proportion p des oeufs dont le poids dépasse 63 grammes. On extrait an hasard n oenfs et A
chaque oeuf i, on associe une variable aléatoire X, qui prend la valeur 1 avee la probabilité p si
loeuf pése plus de 63 granumes et la valeur 0 dans le cas contraire. On obtient ainsi un échantillon
(Xi..... X,,) d'une variable aléatoire X qui suit une loi de Bernoulli de parametre p.
1. Déterminer E(X) et en déduire un estimateur p, de p par la méthode des moments.
2. Etudier les propriétés de p, (biais, efficacité et convergence).
3. On a extrait an hasard 225 oeufs de la production; parmi ceux-ci. 180 oeufs pesent plus de 63
grammes. Donner une estimation ponctuelle de p.
4. Déterminer un intervalle de confiance pour p au niveau de confiance 0, 95.
5. Déterminer la taille de I'échantillon pour que la longueur de lintervalle de confiance précédent
ne dépasse pas 0,01 en supposant que l'estimation de p de la question 3 ne varie pas quelque soit n. !
|
EXERCICE 3 : '
Les poids (en grammes) de dix souris sont les suivants : 53; 40: 33; 43; 39: 46 ; 42 39: 50: 45.
On suppose que le poids des souris suit une loi normale de movenne p et d'écart-type o = 7.6.
1. Proposer un estimateur sans biais de la moyenne p. En déduire une estimation ponctuelle de la |
moyenne /1.
2. Déterminer un intervalle de confiance de la moyenne p avee un niveau de confiance de 95%.
Données de I'examen :
Quantiles de la loi de Student : 15} = 1.81, 1), = 2.23 1. = 1.83, 1) = 2.96.
Quantiles de la loi normale centrée réduite : 245 = 1.645, 2,475 = 1.96.
1
S N A TETR=TEE 2



Travaux dirigés 2
Algorithme et structure de données
Licence 2
Année académique 2023-2024

Enregistrements-Fichiers-Piles-Files

Exercice 1: Enregistrements
Un des services médicaux dans un hépital étatique décide d’automatiser son archive. Pour
cela il estime d'enregistrer les fiches de ses patients sur l'ordinateur en ¢adaptant uné&
structure hétérogene. Cette derniére doit comporter les informations suivantes :
- Unidentifiant du dossier (entier)
- Un Nom (chaine de 25 caractéres) et un prénom (25 caractéres)
- Un numéro d’assurance (10 caractéres maximum)
- Un numéro de tel (14 caractéres maximum)
- Une adresse (Rue, désignation, commune, wilaya=code sur 2 chiffres)
- Description de la maladie
- Date d'entrée et date de sortie (JJ.MM.AA)
Ecrire un algorithme qui permet de faire I'enregistrement de n patients de ce service.

Exercice 2 : ' ‘ .
Un compte CCP concernant un étudiant de la fac est spécifié par les données suivantes :

Nom et prénom de propriétaire de compte
Numeéro rde compte

Montant en lettres
Montant en chiffres
o Nom et prénom de bénéficiaire
1- Déclarer le type de cette structure
2- Saisir les informations pour 20 étudiants.

o O GI0

Exercice 3 : Fichiers

Considérons le type enregistrement suivant :
Type
Etudiant = Enregistrement
Matricule : entier ;
Nom, Prénom : chaine [20] ;
Moyenne : réel ;
Fin;

Soit T un tableau d’au plus 100 étudiants.
Ecrire un algorithme permettant de recopier tous les étudiants admis appartenant a T dans un

fichier ADMIS de type étudiant.
NB : Un étudiant est admis si sa moyenne est supérieure ou égale 10.

Exercice 4 : Piles et Files
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IFiche N° 3 des Travaux dirigés d'Analyse 3 l

DRSORD  Soit o un nombre réel strictement positif. On considére la suite de fonctions (f,)n
définie sur l'intervalle [0, 1) par - Yn € N, Vz € (0,1], fu(z) = nz"(1 - 2)"
1. Montrer que la suite de fonctions (f,), converge simplement sur I'intervalle

[0, 1] et trouver sa limite.

2. Montrer que la suite de fonctions (f,)n converge uniformément sur l'intervalle
[0, 1] vers sa Limite si et senlement si a0 > 1

3. On suppose que 0 < a < 1. Montrer que la suite de fonctions (fn)n converge
uniformément sur le segment [0, a] pour tout a € [0, 1|

EXO 2 On considére la suite des fonctions f, définies sur [—1,1] par
fa(z) = sin(nz)e™ + V1 —2?, VneN, Vze|-1,1]

1. Montrer que la suite (f,,) converge simplement sur [—1, 1] vers une fonction f

que l'on déterminera.
2. Montrer que la suite (f,,) converge uniformément vers [ sur tout segment [a, 1)

ol a €]0, 1/.
3. Montrer que (f,) ne converge pas uniformément vers f sur [0, 1].
f EXO 3 Soit la suite (f,), >0 de fonctions définie sur R par

Julz)  VneN VzeR

1 + ne"r?

1. Montrer que la suite de fonctions (f,,),>0 converge simplement sur R vers une

fonction f a déterminer.

i 1
. Calculer pour n > 1, / fulx)dr et / f(x)dz. Utiliser cela pour déterminer
0 0.

st (fn)n>0 converge uniformément.
3. Montrer que la suite de fonctions (f,),>0 converge uniformément sur tout
intervalle de la forme [a, +00|, avec a > 0.

IDA(OEY On considere la suite des fonctions f, définies sur [0, +o00| par
fa(z) = sin (V22 + 472n2) — i, Vn € N*, Vz € [0, +o00.

inm

[SV)

1. Montrer que la suite (f,) converge simplement sur [0, +o0| vers une fonction

f que I'on déterminera
2. Montrer que (f,) ne converge pas uniformément vers [ sur [0, +-00|.

3. Montrer que la suite (f,,) converge uniformément vers f sur tout segment [0, o]

oua > 0.
EXO 5 Etudier la convergence simple, uniforme et normale de la série de fonctions E §

neN

ou fn(-r’ = l—ﬁ'j.\i{ﬂ eN VzeR.

w-_\_‘j

J__; X
<f¢S
S €
=13 §
= | 1~

N
-yfg
< ) A D
o
T
5
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1l +n

On consideére la série de fonctions Z[,. o fo(z) = (-1)"

neN

pour tout n € N

et pour tout x >0

1. Montrer que la série E [, converge simplement sur [0, 45c].
neN

2. Soit a > 0. Montrer que la serie Zf,, converge normalement sur [a, +00].
neN
A-t-on une convergence normale sur [0, +00[? sur |0, + 00| ?

3. Montrer que la série Z f, converge uniformément sur [0, +o00|
neN

i n
DPAONA On considere la série de fonctions Z fn 0ll fn(z) = ncos" zsin z pour tout = € |U~ ‘i] etn€N.

n=0

1. Etudier la convergence simple de la série de fonction Z "
neN

T
2 Montrer que la série de fonction Z [ ne converge pas uniformement sur [0, 2 ] .
neN

3. Montrer que la série de fonction E f, converge uniformément sur le segment

€N
s ", -
[a. E] pour tout a vérifiant 0 < a < 7
4. Calculer la somme Z ifn:
n=0
- —— oo "
m On considere la série de fonctions ot fu(x) = ——— pourtout z € Ry et n € N*.
ere lasérie de fo lnn-a;j n fu(x) n(n+x)]
/ On note S = Z [, la somme de cette série lorsqu’elle existe.
n=I|

o0
1. Montrer que la série Z Jn est convergente sur R .
n=1
[= =

2. Montrer que la série Z f! converge normalement sur R, ( [! est la dérivée de f,.)
n=1

3. Montrer que S est dérivable sur Ry et croissante sur R,.

4. Calculer S(p) lorsque p est un entier positif ou nul. En déduire que lim S(z) = +oo.

T—++00

BON) On considere la série de fonctions dont le terme général f, est défini par

e—ﬂ«f

1+n?

Jalz) =

On note f la fonction qu’elle définit lorsqu’elle converge.

[

_ Montrer que l'ensemble de définition de [ est [0, +o0|.

2

. Prouver que [ est continue sur [0, +oc| et de classe C' sur |0, +o0l.

3. Montrer que lim f'(z) = —o0.
240"
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|Fiche N°2 des Travaux dirigés d'Analyse 3 |

EX0 1 Etudier la nature des séries numériques suivantes

: l)"l 2 [(' ' _) ) :]

n

n>0
s

n+l n : M
f:" 1\‘ z‘,aznfn ciseR Z\/FHI b 2 sni),

n=>0 nzl

£ Zlnnln (1 i (_:)“) h. Z - (—l i ZSII‘I(F\/*‘III? + 2)

n>2 n>2 n>0
d 1 ti?l-\/n+l——2ﬁ
SV OO ! ) ) i e .
EXO 2 Etudier la convergence et calculer la somme des séries L oo gy ot

n=A0) n=0

EXO 3 Déterminer I'ensemble des triplets (a, b, ¢) de nombres réels strictement positifs tels
| ¢
. ‘né = —— — — soil convergente
que la séne Z@ u, de terme général u,, gy VS
n>

1
RORCOR™  Soit (. ).cne une suite positive et on pose pour tout n € N*, v, = T

| Soit @ > 0 Supposons que pour tout n € N* u, - Comparer la conver-
n

gence des séries numeériques E u, et E U

n>0 n>0

(%]

Dans le cas général, montrer que les séries E u, et E v, ne peuvenl pas
n>0 n>0
converger simultanément

Soil (u,)nen une suite de réels strictement positifs

1. Montrer que si la série Y u? convergente alors la série E — converge.

n>0

n)U
e ) . u
2. Montrer que la séric ) u,, convergente si et sculement si la série E e
n>0 + Un
- n>0
converge
n 1
1. Montrer que la suite (ty)nene définie pour tout n € N* par u,, = E T In(r)
' ]
k=1 :
est convergente. On pose alors v = lim u,
n=++on

2. En déduire un équivalent au voisinage de + 0o de Z i

i ]
i 1 1 1 1
3. Déterminer la nature des séries Z — 3 el Z l 4 =424
+24 - 4 n 7 2 n

n=l n>l
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Fiche 2 : Calcul différentuel dans 2"~

Etudier les limites en (0, 1)) des fonctions suivantes :

sin(ry) r+ 2y

_ . s 8
ﬂ)f(-¢-u)=ﬁ b)f(f-y)':;z__? o) flr. V) =1 P

On considere la fonction f : R — R définie par

| —cos(xy) .
f(J'- y) = Y siy#0
0 siy=10

Etudier la continuité de f sur son ensemble de définition.

On définit la fonction f : R? — R par

J'Jl'
[z, y) = Pa—}qz si (1, y) # (0.0) et £(0,0)=0.

1. Etudier I'existence des dérivées partielles premiéres de f au point (0, 0).
2. Etudier la différentiabilité de f au point (0, 0).

3. Etudier la continuité des dérivées partielles premiéres de f sur R”.
4. La fonction [ est-elle de classe C' sur R?? (Justifier votre réponse.)

Exercice 4| (Non traité en TD)
On considere la fonction f/ : R* — R définie par

sin(zry) siz#0

f(f-y)—‘{ T

y siz=10

1. Etudier I'existence des dérivées partielles premiéres de f selon ses deux variables
au point (0, 1y
2. Etudier la différentiablité de f au point (0, 1).
On considére la fonction f : R? — R? définie par
1 1
flz, y) = (J' - ;h‘iny. Y+ Gsinr) ;

1




‘F.xercice 6

1. Montrer que la fonction f est de classe C' sur &%

2. Déterminer la matrice jacobienne de /.

3. Calculer la différentielle de f au point a = (0, 7) appliquée h = (2. 1) Cest-a-
dire df,(h).

4. En utilisant le théoréme des accroissements finis (d“une fonction réelle a valeurs
réelles), montrer que pour tout (z, y) € R?, ona

|sinz —siny| < |z -yl

5. Montrer que que pour tout (xy, 22, Y1, ¥2) € RY,

1,
fley, w) = flaz, ) = (@ — 22, -l < §!|(¢fl —z2. 01— W),

ou || - | désigne la norme euclidienne de R?.
6. En déduire que f est injective.

Soit o - R? —» R une fonction de classe C' et soit g : R* — R définie par

glz, y) = o(z +y. 22 + %),

Exprimer les dérivées particlles de g en (2. 3) en fonction de celles de ¢ en un point bien
choisi.

Exercice 7

On considere la fonction f définie sur R? a valeurs réelles par

fle, v) = (@ - 2P)e .
1. Déterminer les points critiques de f.
2. Donner la nature de chaque point critique de f.

Exercice 8
On considere la fonction f définie sur R* a valeurs réelles par

flz, y) =2* + ¢’ + 3may,
ol m est un parametre réel non nul.
1. Déterminer les points critiques de f.
2. Donner la nature de chaque point critique de f.
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Examen session 1de: Intégrales multiples
Durée : 1 heure 30

AR VAR

Soit D le domaine délimité par le triangle de sommets A(0,0), B(1,0) et C(1,1).

1. Tracer le domaine D dans un repére orthonormé (O, I, J).

/@y

2. Caleuler l'intégrale double suivante

EXERCICE 2‘

En utilisant les cordonnées cylindriques, calculer I'intégrale triple suivante

f/ (z® + y* + z)dedydz
D

ouD=1(ryz)eR3; 22 +y? < 9et —5< z<5}.

‘EXERCICE 3 I

Le but de c-1 exercice est de calculer I'intégrale
' /] (v* — @*)™(a® + y*)dedy
D

ouD=1lryeR?:0<z<y 1<Ty<y, y? — 2 < 1} en faisant un changement de variable adéquat.
rosons u = Ty et v = y?z2. Calculer I'image A = (D) ol pest la fonction ¢ : D — R2, (z,y) — (u,v).
2. Exprimer z et y en fonction de u et v.

3. Czlculer le Jacobien de .
4

. Calculer l'intégrale I.
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Examen session 1de: Intégrales multiples
Durée : 1 heure 30

AR VAR

Soit D le domaine délimité par le triangle de sommets A(0,0), B(1,0) et C(1,1).

1. Tracer le domaine D dans un repére orthonormé (O, I, J).

/@y

2. Caleuler l'intégrale double suivante

EXERCICE 2‘

En utilisant les cordonnées cylindriques, calculer I'intégrale triple suivante

f/ (z® + y* + z)dedydz
D

ouD=1(ryz)eR3; 22 +y? < 9et —5< z<5}.

‘EXERCICE 3 I

Le but de c-1 exercice est de calculer I'intégrale
' /] (v* — @*)™(a® + y*)dedy
D

ouD=1lryeR?:0<z<y 1<Ty<y, y? — 2 < 1} en faisant un changement de variable adéquat.
rosons u = Ty et v = y?z2. Calculer I'image A = (D) ol pest la fonction ¢ : D — R2, (z,y) — (u,v).
2. Exprimer z et y en fonction de u et v.

3. Czlculer le Jacobien de .
4

. Calculer l'intégrale I.
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EXO 1 Etudier la nature des intégrales snivantes

/' 1 f, cos(t) In(tan(t))dt / h (1+Int)”"™dt
]
0

r.‘i\/f—t'

$oo .t +oc
= 1 / ol / =
A (1 — 08 -f—)dl 0 e — l( o r(l1+ J’z}rj
+o0 T " In(1 +t) g 1
1+1 1 e sin(z) sin | —
/ﬂ ( n (I = l))‘ r ; \/i(l o) [} sin(z) sin (I)dr

T < Vnt oo 1
DO  Montrer que l'intégrale 1 *——-/ —————dt et I'intégrale J =/ dt
- by (1) & L (-1

sont convergentes et calculer leur valeur.

EXO 3 Déterminer I'ensemble des couples (a,b) € R? tels que I'intégrale

dx

/’°° l—e*+asinxr+ becosxz
0 z?

converge.

dx.

- T ; . St = 1
IDPAOREY  Ltudier suivant les valeurs de o et § la convergence de l'intégrale / ———
0 L=

[DAORY Soit a > 0.

) * sz
1. Montrer que l'intégrale — 3 dx converge et que
0 "+

/"'x Inz dl___rrlnrr
o a*+z2 2a

x/2
2. En déduire la convergence et la valeur de / In (o tan(z))dz.
A :

’
+00 minr
IDBRAONIY Déterminer la nature de Uintégrale improprcf (c'li’&' - l)rL-r,
0
Ny e S B +% x +sine )

EXO 7 1. Montrer que I'intégrale généralisée —2—"——1—&’;:: est divergente.

1 "+

T +snz 1 L

2. Pour tout = > 1, on pose f(r) = ——— — —. Montrer que l'intégrale
our to 2 pose f(z) o S 1 g

généralisée / f(z)dz convergente.
1

3. En dédui li . t)dt = 0 et calculer lin *ting 1t
: s aue . ot calcule 1 : .
3. En déduire que lim ] Sf(t)e et calculer ln TS ¢




\ Université des lagunes

Faculté de Sciences et Technologie

. Licence 2 : Maths-Info : Annde Universitaire : 2023-2024

[Fiche N° 4 des Travaux dirigés d’Analyse 3 I

I \ P " o . .
Dvrvrmmr'r lo rayon :lr- unm-rg«uu des séries entieres suivantes :

(3n)! = sin(d) \", o (-1)*\"...
Z |)2 an+| Z(lu—“_l_',_l})r d.zl(?.”r = ):.r

ne)

- [_l)n ™.

EXO 2 On considere la série entiere Z
n(n—1)

1. Déterminer le rayon de convergence de cette série entiere, de sa série dérivée
et de sa série dérivée seconde.

2. Calculer la valeur de sa somme S.

o0
o (-1)"
3. En déd | le ] = _—
uire la valeur de “Zn("_ Iy
| EXO 3 a) Déterminer le rayon de convergence de la série entiere réelle
[ +0o0
' Z ch(n)z"
n=0

puis calculer sa somme.
b) Déterminer le rayon de convergence R de la série entiére réelle

io (=2)" 3n41
—T <
= n+ 1

Etudier la convergence de cette série pour r = R et pour r = —R.
c) Soit a et b deux réels strictement poeitifq Déterminer en fonction de a et b, le

n
ﬂ

rayon de convergence de la séric entiére Z

rl__

n? +1
EXO 4 On considere la série entiere réelle Z i

n>0

1. Déterminer le rayon de convergence R de cette série entieére.

non

2. On note S la somme de la série entiére sur | — R, R[. Déterminer pour tout
r €] - R, n[ S(z).

3. (‘alrulﬂrz (=1)%(n” + l).

2n!

4. Donner le dew-ioppomem en série entiere de la fonction f définie par

f(z) = (z* + 3z + 2)€*.

e Bl ki AR T e e T = il -



Soit f .
iR < la fonctigy, 2n-périndiqm-

» Impajre donpée o,
— I p'u
l. Repréce I(U)_—”ﬂ:n ® Vr QJU‘WIHI)=I
£ Présentey grﬂphltlllt'm('m [ sur (<279 I .
' i : . v - y &I,
‘ Onney lPX]]I‘(fSSl()I] de () pour tout
. La fonctioy, [ est-¢ ot [‘271.2-7]

‘]l(: contj v
1
de t:lus,v.p C! nue syr R?

. : ! continye
SUr R? de elae. par Morceayy | ? Eat.s
4 Caleyler | ﬂl: e clome C' par Morceaux gyr R 7 U R7 Esteelle
L * 168 coefficientg g : '
5. Eetire le déved Fourier Un et b, de f Pour tout entjer ,, € N.
6. Brur €loppement o serie de Foyrier de f.
e Udier 1a convergence de |, série de Fourier de I
7. En déduire la valeur e séries
o0 i o
E : (“1) Z 1
’ T .
n=0 2n +1 =0 (2n + 1)2
8. En déduire 1, vale

ur de la gérie

= 1

Soit f: R —, R la fonction 2m-périodique, donnée par

VI € [—n, ] f(z) = £2.

ment f sur -3, 3x).
s de Fourier

8) Représenter graphique
b) Calculer Jes coellicient n €t by, de f pour tout entie
de Fourier de f.

00 bl SRR TS|
d) En déduire Ja valeur des séries Z —13. Z i ).z
n=1 4 "

rneN,
¢) Etudier la convergence de la sérje

n=|
On considere |a fonction 2m-périodique sur R définie sur [0, 27| par f(z) = zsin % y
1. Calculer les coefficients de Fourier de f.

2. Quelle est la nature de la série de Fourier Srde f?
+a0
. . (=1)n-1!
3. Déterminer ls somme Z m

n=0

On fixe o € R. Soit f la fonction de R vers R, de période 2r

et impaire telle que

z, si0<z< z
f)={ a, sii<zr<nm
0, si.r=§out=1r
; B -
¢ 1. Tracer le graphe de f sur [—3m, 37] pour a = 3 Puis pour a = 7.
2. Calculer les coefficients de Fourier de b A4
3. Montrer que :

i - A - 1 (*1)"4”]
1G9 =2 oo T
SRR Y ) e -
: 3 —
4. En déduire la valeur des sommes Z (2n—1)2' ; m—1 § n?
n=1 =
J 4
% .

e 1 1
Tz Z(Qﬂ+l)2 o Z_ﬁ

S ——
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Exercice 1 :

A . . X _IN
1) Construire le polynéme de Lagrange P qui interpole les trois points

(=1,e), (0,1), (1,e).

2) Sarls faire de calculs, donner I'expression du polynéme de Lagrange @ qui interpole les
trois points

(=1,-1), (0,0), (1,-1).

Exercice 2 : On considere 'intégrale

2
f-fldr
T

1) Evaluer cette intégrale par la méthode des trapezes avee n = 3 sous-intervalles,
2) Pourquoi la valeur obtenue a la question précédente est-elle supérieure a la valeur exacte?
Est-ce vrai quelque soit n? Justifier la réponse. (On pourra s’aider par un dessin.)

Exercice 3 : Soit [ une application de R dans IR définie par
f(x) = exp(z®) — 42°.

On se propose de trouver les racines réelles de f.
1) Situer les 4 racines de f
(i.e. indiquer 4 intervalles disjoints qui contiennent chacun une et une seule racine).
2) Montrer qu'il y a une racine a comprise entre 0 et 1.
3) Soit la méthode de point fixe

To E}(), l[
(1) { e g(:r,,)

avec g I'application de R dans R définie par

exp(r?)
2
Examiner la convergence de cette méthode et en préciser l'ordre de convergence.

4) Ecrire la méthode de Newton pour la recherche des zéros de la fonction f.
5) Entre la méthode de Newton et la méthode de point fixe (1), quelle est la plus efficace ?

g(z) =

Justifier la réponse.

Exercice 1 06 points ; exercice 2 06 points ; exercice 3 08 points.

BONNE CHANCE.

Menc,
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Statistique inferentielle
Durée: 2 heyre 00
Documents non autorisés

Session 1

On dipsose d'un échantillon Xy,

_ : -y X&) un échantillon
1ssu d'une 1oj (e Poisson P()) ave

cX>0
(1) Détermine
A

(2) Montrer X,, est une

r lestimateur dy maximum de vraisemblance A, de

statistique exhaustive

(3) Montrer An est eflicace.

(4) On désire estimer ¢
(a) Interpréter comme la probabilité d’un éveénement.

(b) Montrer que e=*» est un estimateur convergent de e

(c) Nontrer que ¢~ st un estimateur asvmptotiquement nor-
mal de ¢,

Exercice 2 On s'intéresse sur un site donné a la concentration dun

polluant métallique que 'on note X (1g/g) mesurée dans des sédi-

ments. On suppose que la variable X suit une loi normale N(y, o?)
ol le parameétre oy = 100 est connu.

P, X.,) de taille n = 100.

On dispose d'un échantillon

(1) On s'intéresse a estimateur du maximum de vraisemblance de
M.
(a) Déterminer 'estimateur i, de p par la méthode du maxi-
mum de vraisemblance.
(b) Calculer I'espérance et la variance de i,,. Qu'en déduisez-
vous sur les qualités de cet estimateur?
(c) Quelle est la loi de Ji,?
1




2023/2024

(2) En fait jon a des doutes sur la valenr de jip = 50 p1g/g. Sur un
échantillon réalisé de taille n = 100, on a mesuré une concen-
tration moyenne de ¥ = 51.2 pg/g. Vérifier. au risque de 5%, si
la valeur supposé de i est la bonne.

(3) Construire un intervalle de confiance de la moyenne y au niveau
90%.

Exercice 3| La machine 1 a produit 96 picces dont 12 defectueuses.
La machine 2 a produit 55 piéces dont 10 défectucuses. Peut-on en
conclure que la machine 1 est significativement plus performante que

la machine 2 au niveau 0.05 ?

Exercice 4| La Société "Cauphy Gombo & Fils" désire lancer sur
le marché un nouveau produit. Elle procéde une étude de marché
aupres des ménageres pour connaitre les intentions d’achat de ce type
de produit. Le dépouillement de I'enquéte montre que 18% des ménages
sont intéressés par ce produit.

(1) Sachant que I'échantillon comportait 2500 ménages. dans quel
intervalle de confiance doit-on situer ce résultat, au seuil de
confiance de 95% ?

(2) Quelle taille d’échantillon aurait-il fallu choisir pour réduire cet

intervalle de moiti¢ ?
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Exercice 1 : Questions de cours (6 Points)

Définir une structure de données.

Citer (02) deux structures de données.

Donner la syntaxe d'écriture de ces structures de donnces citées.

Que représente un nom logique pour un programme utilisant un fichier de données.

B el

Exercice 2 : (6 Points)

1- Un étudiant de I'Université des Lagunes d’Abidjan est identifi¢ par son matricule, son
nom et prénoms, sa date de naissance, son sexe.
a- lIdentificr les types
b- Déclarer les types
¢- Déclarer I'ensemble des étudiants de I'UL

2- Ecrire un programme nomm¢ "Classe” qui permet de stocker les informations
concernant une classe : nom de la classe, l'ensemble des matiéres de la classes,

I'ensemble des étudiants de la classe.

Exercice 3 : (8 Points)

1. Créez la structure nommée "Matiére" qui permet de stocker les informations concernant
une matiére : nom matiére, coefficient de la matiére.

2. En vous inspirant du 1, créez la structure nommée "Matiéres" qui permet de stocker les
informations concernant I'ensemble des matiéres d'une classe (15 maximum).

3. Ecrire un programme qui, apres avoir renseigné la structure "Matiéres”, permet de le
stocker dans un fichier de matiéres sur le disque dur de I'ordinateur & I*adresse.

A A
.P\ iV  (Camn anant
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X

On a melangé par inadvertance des graines de deux provenances différentes A et B. Les graines prove-
nant de B sont deux fois plus que celles provenant de A. La moitié des graines de A et les trois quarts
des graines de B sont noires. On choisit une graine au hasard ; elle est noire Quelle est la probabilité
qu'elle provienne de A.

[Exercice 2] «

On étudie au cours du temps le fonctionnement d’un appareil obeissant aux régles suivantes pour tout
neN*:
- si appareil fonctionne au temps n — 1, il a la probabilité } d'étre en panne au temps n.
- 81 Papparcil st en panne au temps n — 1, il a la probabilité % d’étre en panne au temps n.
Oun note p, la probabilité que I'appareil soit en état de marche a l'iustant n.
1. Pour n € N*, établir une relation entre Pn €t p, 1. En déduire p,, en fonction de py.

2. Etudier la convergence de (p,)nen.

[Exercice 3] 4

Trois coups sont successivement tirés sur unc cible. Les probabilités d’atteinte de la cible sont respec-
tiwn_;ent 0.3 p&u.r le ler coup, 6.5 pour le 2¢me et 0.7 pour le 3¢me. La probabilité de destruction de
la cible est 0.4 lorsqu'elle est t;ucltéc une seule fois, 0.8 lorsqu'clle est touchée 2 fois et 1 lorsqu'elle
est touchée 3 fois.

1. Quelle est la probabilité que la cible soit détruite a I'issue des trois tirs ?

2. Aprés les trois tirs, on constate que la cible a été détruite. Quelle est la probabilité qu’elle ait
été touchée une seule fois ?

On effectue une série de tirages successifs avec remise dans une urne contenant des boules distinctes

dont a rouges et b noires jusqu'a ce qu'on obtienne denx boules rouges. On note X le nombre cie boules

. . a
noires obtenues avant de tomber sur la deuxiéme boule rouge. On pose : p = o et q = s
n 1]

1. Justifier que la loi de X est donnée par : Vk € N; P(X = k) = (k + 1)¢*p

2. On appelle foncl ion génératrice as‘;omee a la variable aléatoire X la fonction de s € [—1 1] définie

par G(s) = Z SP(X =k) = hm Zs P(X = k). Montrer que G(s) = ( P )

e 1—gs

3. Montrer que l'espérance de X, E(.\) est égale a G'(1). En déduire E(X).
4. En calculant G"(1), déterminer la variance de X.
5. Quelle est la probabilité que I'on obtienne au moins ky boules noires avant de tomber sur une
boule rouge 7 Faites I'application numérique pour a =2, b=3 et ky = 3
(Remarque : on peut dériver la série)
Probabilités - Licence 2 Sciences et Technologie 1 Semestre 2 - Année Académique 2023 - 2024
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Un mobile évolue de fagon aléatoire le long d'un axe gradué. A t — 0, il est en 0: & chaque instant
entier t = k, (k 2 0), son abscisse varie de +1 avec la probabilité p et de —1 avec la probabilit

=1-p. On note X, son abscisse au temps { = n.

1. Montrer que les valeurs prises par X, sont les entiers relatifs 2k — n, avec (0 < k < n) Puis
calculer P(X,, = 2k — n).

2. Calculer E(X,) et Var(X,).
X

0, sir <0
On considére la fonetion ' définie par : F(z) = %.’.‘: - %z", si0<zr<?2
1

! sir>2

1. Montrer que F est la fonction de répartition d'une variable aléatoire réelle continue X absolument
continue et déterminer sa densité.

2. Calculer P(X < 1,5), P(0,5 < X < 1,5).

—\(

Dans une population, on définit la variable aléatoire X dont la loi de probabilité est donnée par la
dens:té de probabilité suivante :

f(x)={xe"l?‘, siz>0

0, S1on.
1. Vérifier que f est une densité de probabilité.

2. Déterminer la loi de probabilité de la variable aléatoire Y = X2.

3. Calculer I'espérance et la variance de Y.
5

On observe 'arrivée de personnes a un guichet, elles se font servir puis s'en vont, plus d'une personnes
ne pouvant arriver & la fois. Les arrivées se produisent indépendamment les unes des autres. Notons A

le taux d'arrivée des clients au guichet (i.e. A est le nombre moyen d’arrivées par unité de temps). On
désigne par N, le nombre d'arrivées daus un intervalle de tewps de lougueur ¢

1. Justifier que la variable aléatoire N; est distribuée selon une loi de Poisson de paramétre At

2. On note X, l'instant d'arrivée du premier client. Déterminer P(X, > t) pour tout réel t. En
déduire la loi de X, puis E(X,) et V(X)).
3. On note X, l'instant d'arrivée du n-iéme client (n > 1).

n-1

k
M Z );:} En déduire une densité de X,,.
k=0

(a) Montrer que pour tout t > 0, Fy, (t)=1-

(b) Caleuler E(X,) et V(X,.).

Probabilités - Licence 2 Sciences et Technologie 2 Semestre 2 - Année Académique 2023 - 2024
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[

Le central téléphonique de la société X regoit en moyenne 180 appels par heure. On suppose que le

nombre d’appels pendant un intervalle de temps quelconque suit une loi de Poisson.

1.
2

Calculer la probabilité pour que, durant trois minutes. le central recoive exactement cing appels.

Caleuler la probabilité que vous attendez plus de 2 minutes pour recevoir le premier appel.

3. Vous attendez depuis une minute sans appel. Quelle est la probabilité que vous devriez attendre

encore 2 minutes pour recevoir le premier appel d partir de maintenant ? Conclusion.

Quelle est le tewps woyeu d'attente pour recevoir le prewier appel 7 Et la variauce de ce tewps
d'attente ?

!".'1

Calculer la probabilité pour que I'intervalle de temps séparaut le premier et le deruier de ces cinq
appels soit infériewre 4 trois minutes.

Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires de loi conjointe :

o

pxx)(i,j)=P(X =i,Y =])=57, 1,7 2L

214y’
Dé::jl c.
Donnér les

lois marginales de X ot Y. Les variables aléatoires X ot Y sont-clles indépendantes ?

W N e

Déterminer la loi conditionnelle de Y sachant X = i, avec ¢ > 1. puis en déduire E(Y|X).
4. Calculer I'espérance et la matrice de dispersion du couple(X,Y).

3. Calculer les probabilités P(X = Y), B(X > Y), P(X <Y)).

6. On pose U = max(X.Y) et V = min(X,Y).

(a) Calculer la probabilité P(U < k). En déduire la loi et I'espérance de U.

(b) Adopter un raisonnement analogue pour la loi et I'espérance de V.

[Exercice 11] %

Soient X et Y deux variables al¢atoires indépendantes de méme loi uniforme Uy
1. Donner la densité et la fonction de repartition du couple (X,Y’). Puis calculer P(2X < Y).
2. Déterminer l'espérance et la matrice de covariance du couple (X,Y).
3. (a) On posc S = max(X,Y) et T = min(X,Y). Détermincer la densité de S ot de 7.
(b) Déterminer 'espérance et la variance de S et de T
4. OnposeU=X+YetV=X-Y.
(a) Déterminer 'espérance et la matrice de covariance du couple ([/,V').
(b) Détenuiner la deusité conjointe du couple (U, V). Puis, en déduire les lois warginales.

(¢) Déterminer la loi conditionnelle de U sachant V = v. En déduire E(U|V).
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[Exercice 12] X

Soit (X,Y") un couple de variables aléatoires réelles de densité conjointe :

aly - )™, si0<z<y

fixyy(e.y) = {

0, sinon.

1. Déterminer la valeur de la constante a.
2. Calculer les densités marginales fy et fy. Les variables aléatoires X' et Y sont-elles indépen-
dantes? Calculer P(X > 3,Y < 1).
3. Déterminer la loi conditionnelle de X sachant Y = 1. Caleuler E(X Y =1)
4 Onpose U =Y — X et VV = ¥, Déterminer la densité conjointe du couple (U, V). Les variable
aléatoires U et V sont-elles indépendantes ?
5. On note respectivement e(X) et d(X) la partie entiere et la partie décimale de X, i.e., (e(X),d(X))
est I'unique couple, élément de N x [0, 1] tel que X = e(X) + d(X).
(a) Caleuler P(e(X) = k,d(X) < u). En déduire les lois de e(X) et d(X). x
(b) Les variable aléatoire e(X) et d(X) sont-elles indépendantes?

[Exercice 13] %

La production de pidces métalliques est assurée par deux usines (A et B). L'usine A produit cing fois
plus de pidces que 'usine B. On sait aussi qu'une pidce sur six, produite par l'usine A, est dorée et les

deux ticrs des picces produites par I'usine B, sont dorées.
1. Quelle est la proportion de picces dorées dans la production?
2. Quelle est la probabilité qu'une picce dorée provienne de I'usine A7

3. Un revendeur regoit un carton de 25000 piéces métalliques. 1l procéde a un controle : il préléeve

un lot de 2000 piéces du carton. On note X le nombre de piéces dorées prélévées.
(a) Donner la loi de X, puis calculer son espérance et sa variance.

(b) Quelle est la probabilité qu'il ait au plus 525 piéces dorées dans le lot tiré?

Exercice 14
Soit (X,)as0 une suite de variables aléatoires telles que X, suit une loi uniforme sur {0, ﬁ, 2 "—nl-} ;

Montrer que (X, )n»0 converge en loi vers une variable aléatoire X dont on déterminera la loi.

n

Soit (X,)a>1 une suite de variables aléatoires i.i.d & une loi de poisson P(1). On pose S, = Z Xi.

1. Déterminer la loi de S,. En déduire P(S, < n).

[ =}

Ti=h =20

% 1
. En appliquant le théoréme central limite & S,,, démontrer que lim (e‘“ %) =%:
k=0

. 1 _ (R
3. Montrer que ¥Ye > 0, P(|S,, — n| > ne) < e En déduire que — E X, converge en probabilité
n
i=1
vers une variable aléatoire certaine X dont on déterminera la loi.
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LICENCE 2/LST

EVALUATION COMPTABILITE FINANCIERE

Durée 02 Heures

Premiére partie : QCM (6 points)

Définissez les concepts suivants :
1. Amortissement comptable

2. Amortissement fiscal

3. Amortissement dérogatoire

4- Provision réglementée

Deuxi¢éme partie : Exercice

Dans le but d’étre plus efficace et plus rapide dans les tirages des sujets lors des
grands examens de fin d’année, I'Universit¢ des Lagunes a acquis une
photocopicuse de derniére génération payée par virement bancaire et mis en
service le 15/04/2023. La durée d’utilisation prévue est de 5 ans.

Les éléments de la facture sont les suivants :

Photocopicuse HT 7 000 000, premiére remise 10 %, deuxiéme remise 5%,
I’escompte 1%, Frais d’installation HT 750 000, port pay¢ a 500 000. Le taux de
TVA est 18%. la TVA est déductible a hauteur de 60%

Sa valeur résiduelle s'éléve a 500 000
TAF :

1. Présenter la facture n°016/23

2. Passer les écritures d’acquisition

3. Présenter le plan d’amortissement dégressif
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LICENCE 2 MATHEMATIQUES APPLIQUEES
CALCUL NUMERIQUE DEVOIR DUREE 2H
EXERCICE 1

Soit la fonction f(z)=1—-3exp(—z). T € R

1. Montrer que U'équation f(z) = 0 a une unique racine o qu’on localisera dans
un intervalle I entre deur entiers consécutifs.

Appliquer a f(x) la méthode de Newton pour trouver a.

Sur quelle fonction définit-on les itérations du point fize ?

Calculer a avec la méthode de point fize.

Caleuler a avee la méthode de dichotomie.

Calculer a avec la méthode de Newton.
Tous les calculs se font a la précision € = 1073,

EXERCICE 2
A Estimer V10, en utilisant la méthode de la sécante avee une tolérance
de 1071,
EXERCICE 3
On considére f(x) = /7 que l'on souhaite interpoler aux points 25 =0, 21 =1, 23 = 8 et z3=27.
1 En utilisant les differences divisées construire, pour i = 0...3, p;, le polynome d'interpolation de degre 1 inter-
polant f aux points (z;);<.
2. Evaluer p;(20) et comparer 3 f(20).
3. Ecrire le reste de |'interpolation dans ce cas. Que se passe-t-il?

4. Construire g le polynome de degré 3 interpolant f aux points (x;)i=1..3 et calculer g3(20).

5. Ecrire le reste de ['interpolation dans ce cas. Que peut-on dire?
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Licence 2 Maths Appliquées
Durée: 1 h 45 min
NB: la clarté de la rédaction sera notée!

EXAMEN - Session 1
(Algebre Bilinéaire)

Exercice 1 (8 points)

a* 0 2
Soit a € R. On considere la matrice réelle, symétrique M, = | 020
2 0 o

On note o, : B' x R* — R la forme bilincaire symétrique dont la matrice dans la basc
canonique de RY est A,

1) Pour quelles valeurs de a la forme v, est-elle dégénérée?
2) Déterminer la forme quadratique g, associée a vy,

3) Déterminer la signature de q,. Préciser les valeurs de a pour lesquelles v est un produit
scalaire sur RY.

Exercice 2 (12 points)

On considere le R-espace vectoriel E = R,[X] des polynimes a coefficients dans B, et
de degré < 2.

Onnote B=(P=1.1"= X, P, = X?) la base canonique de F.
1) Justifier que. pour tout P € E. la fonction x +— ¢ " P(x) est intégrable sur [0, +0c|.

2) Montrer que I'application © défime sur E x E par

+0C
2(P.Q) = / e P(r)Q(r)dr
0
o<1 une forme hilinéaire symetrique sur E.
3) Déterminer la matnce A de p dans la base canonique B = (Po. Pr. Ps) de E.
1) Montrer que 2 est positive et non-dégénerée.

On considere les vecteurs

T1=X-1, T,=X*+1

=< T\, Tz > de E cngendré par

5) Déterminer I'orthogonal par 32 du sons-espace vectoriel F

T,.T;

Ty

e
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Controle n° 1 Topologie dans R” Durée : 1 heure 30

Exercice 1_

. -
1. Soit a et b deux réels tels que a < b. Montrer Ja,b[= B (ﬂ : b- j D) ")-

En déduire que Ja, b[ est un ouvert de R.
2. L’ensemble | — 0o, 1] U [7, 4+00| est-il ouvert ? fermé ? borné ? compact dans R”

3. L'ensemble {(I.O) eR’:zr € [—1. l]} U {(_r.y) c R?: 2 + yz =1,z # (}} est-1l ouvert ?

fermé ? borné ? compact dans R??

Exercice 2 :
Déterminer si les applications suivantes sont des normes R*?
1. N; : (21,%2) — max(|2z1], |r2 — ).

2. Ny : (z1,22) = |71 + |z2]-

Exercice 3 :

Soit f : R? = R définie par
3z% + zy

f(z,y) = 7% +y?
0 si (z,y) = (0,0)

si (z,y) # (0,0)

1. Montrer que si x et y sont des réels, on a :

2lzy| < 2 + 9.

2. Montrer que f est continue sur R?.

)
9 (0,0
dy

3. Etudier 'existence des dérivées partielles 0—(0._ 0) et
I

0
4. Pour tout (z,y) # (0,0), les dérivées particlles -(%(.r, y) et 7(.;‘.”).
r dy

1/1 m
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EXERCICE 1

1. Formuler le théoreme de Rolle.

e

existe ¢ € R tel que f'(c) = 3.

EXERCICE 2

Calculer les limites suivantes :

——m R

SEE———

) rsin(2r)
a) lim ————.
y—+l) ] _ \-'t'l w7 |

E) lim (27 — 3r + 1) tan(mr).

¥ e

e
EXERCICE 3 I

On considere la fonction f : R — R definie p

I

[(x) =
]

1. Justifier que f est continue sur K.

2. Justifier que J est dérivable sur R.

T R S A R -

Faculté des Sciences et Technologie
Licence 1 Année : 2022-2023

CONTROLE CONTINU D’ANALYSE 1
ECUE 2 : Fonctions de la variable réelle
Durée : 1 heure 45 minutes

2. Formuler le théareme des accroissements finis.
3. Soit f : R — R une fonction dérivable telle que f(1) = 7 et f(5) = 19. Démontrer qu'il

¢) lim ————.
) e—0 ] 4 el/*

|
d) lim —=FE(r)

r+too T

ar

Ssin (L) sic#0

1

siz=10

3. Que vaut ['(0)7 Calculer pour tout = # 0, ['(2).

4. La fonction [ est-elle de classe C' sur

"EXERCICE 4

On considére la fonction g : R = R définie par glx
{ calculer la dérivee ¢ de g.

1. Montrer que g est dérivable sur Re
2. Montrer que ¢ est bijective de R dans

3. Calculer g(27), ¢ '(47) et (y 1) (47)

R?

) = 21 4 sin(r) pour tout r € K.

R.

A ey T T 7 - — T

Ha
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- EXAMEN D’ANALYSE 1 (session 1)

UNIV E RSITE ECUE 1 : Suites numériques

DES LAGUNES Durée : 1 heure 45 minules

—— ARID AN —

EXERCICE 1

Soit /A est une partie non vide de R.
1. Que signifie que A est un intervalle de R?
2. Que signifie que A est dense dans R?

3. Que signifie que A est bornée dans R?

EEXERCICE 2'

n I]" k1
Onpose A = { ————— : n€ Ny.
P {'.3:: (- l_]' i i \2}

1 -2
1. Montrer que A ke imeNU X .neN
In+ 1 dn + 1

2 Determiner lorsqu’elles existent la borne supérieure. la borne inférieure, le plus grand éle-
ment, le plus petit elément de A

'EXERCICE 3'

Soient 1 et y des réels tels que | < r < det —4 < y < —3. Lequel des encadrements ci-dessous
est-il vrai? Justifier.

W LN i Lled 24
v y
I ] d q
2 A<=<-) P
y ] 3
'EXERCICE4]
On définit les suites (u,, ) ene €l (1, )nene par:

n

- 1
:“r.-EN' u.,'-—z-—-—- —lﬁtlr',,:z—[—’:—'}.v‘n-bl

sl" bl Y

1. Montrer que pour tout entier k non nul, on a

\/Jsl—ﬂcitf vE = vk —1.

2v k

2. Montrer que les suites (1, Juone el (1 )uen- sont adjacentes.

1

1 |
3. En déduire la valeur de s lll'lI‘ :;,; lzl —_—




T ey e — — -

Faculté des Sciences et Technologie

Licence | Année : 2022-2023
g CONTROLE CONTINU D'ANALYSE 1
UNIVERSITE ECUE 1 : Suites numériques
DES LAGUNES Durée - 1 heure 45 mmutes

EXERCICE 1

1. Soit A est une partie non vide de &
(a) Qu'est-ce qu'un minorant de A?
(b) Quand dit-on que | est une partie minorée?
(€) Quand dit-on que A posséde une borne inférieure?
(d) Quand dit-on que A possede un minimum?
2. Quand dit-on que deux suites (1. ), et (1,),..n sont adjacentes?

i Sait r un nombre réel. Donner la definition de la partie entiére 12(r) de r.
Puis montrer que pour tous réels 7 et y tels que 1 < y.ona E(r) < E(y)

4 Rappeler l'inegalite triangulaire
Puis montrer que pour tous réels a et b, on a - |al + |b] < |an+ bl + |a = bl

} 4 ¢
"nooT oaon

5. Calouler lin —— — 2o
nain 5nd 4 sinn + 4

|EXERCICE 2'

(=1)"
Sm!.-‘l{l*. J 'n-EN'}.
n |

1. Prouver I'ensemble A est minore et majore.

|
neE N}U{l b o— n&N}.
1 2n

3 Déterminer lorsqu'elles existent la borne supérieure,la borne inféricure, le plus grand
élement, le plus petit élement de A,

"EXERCICE 3| j

On définit les suites [, ) en- €l {1V )aen par:

" 1 2
vne N u, = Z f\“::; etr, = Z
A=] Lkoan

2. Montrer que A = {I - -

2n -

== -

1. Calculer uy, wg, vy €t 1y

2. Montrer que les suites (it )yen- €1 (Un)acn- sont adjacenles.

i U R R ey gl o S ) S o ]
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DPurée 2H

EXERCICE 1

-~
Calculer les intégrales suivantes : y
d 1 L 1
I =/ = dr ; I, =[ S ) 1'3=_/ x(arctan r)*dz.
T+ Vrt4z+1 g =+ 0
EXERCICE 2
Soit a et b deux réels tels que a < b et f une fonction continue sur [a; b] & valeurs réelles.

b
1. Montrer que si / f(t)dt = 0 alors il existe ¢ € [a; b] tel que f(c) = 0 (On appliquera le

théoréme de Rolle a une application que I'on précisera).
b
2. Montrer que si f est positive sur [a; b] et [ f(t)dt =0 alors f(z) =0, ¥z € [a;b].

3. Montrer que

(

4. Supposons que a = 0 et b = 1. Montrer que

(/1 f(z)dzr = 1) = (366]0' 1| tel que f(c) = 1) _
0 g A 2
EXERCICE 3

ff(x)d.::i =f|f(.r)|:Lr) <= (J est de signe constant sur ).

Soit F la fonction définic sur R par

Flz) = ]2‘ dt

T . O+ +4

1. Montrer que F est une fonction impaire. _

2. Montrer que F est dérivable sur R puis calculer F'(z) pour tout réel r € R et déterminer le
signe de F' sur R.

3. Montrer que pour tout z > 0, on a :
T

< ) K ——.
0<sF@) < Zmssiva

4. Déduire de ce qui précéde que F' est bornée sur .

EXERCICE 4

Intégrer les équations differentielles snivantes :

\ L (2+1)y-2=-2/F

A2 Y — 4y + 3y = z¢”. et
(L _\on & l\m. n )



